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§ 1. ВЕКТОРНОЕ ПРОСТРАНСТВО R n
1. ПРОСТРАНСТВО R n И ЕГО ПОДПРОСТРАНСТВА.

Пусть n — некоторое натуральное число. Рассмотрим множество 

{(x = ( x 1, x 2, … , x n )} всевозможных упорядоченных наборов из n вещественных чисел. Введем на этом множестве операции сложения элементов множества и умножения их на вещественные числа.

Пусть(x = ( x 1, x 2, … , x n ),(y = ( y 1, y 2, … , y n ), ( — некоторое вещественное число. 

Тогда(x +(y = ( x 1 +  y 1, x 2 +  y 2, … , x n + y n ), ((x = (( x 1, ( x 2 , … , ( x n ).

Множество всевозможных упорядоченных наборов из n вещественных чисел с введенными на нем операциями сложения и умножения на число называется векторным пространством R n. Элементы(x = ( x 1, x 2 , … , x n ) этого пространства называются n -мерными векторами, а сами числа

x 1, x 2 , … , x n — компонентами, или координатами вектора(x. Нулевым вектором(0 и вектором –(x, противоположным вектору(x называются векторы

(0 = (0, 0, ( , 0)  и  –(x = (– x 1, – x 2 , … , – x n ).

Очевидно, что введенные операции удовлетворяют следующим условиям:

1) (x  +(y =(y  +(x,

2) (x  + ((y  +(z ) = ((x  +(y ) +(z ,

3) (
[image: image1.wmf]0

 ( R n:(x  +(0  =(x,

4) ((x ( R n ( –(x ( R n:(x  + (–(x )  =(0,

5) ( (, ( ( R,(x ( R n: ( (((x) = (( ()(x,

6) ( (, ( ( R,(x ( R n: (( + ()(x = ((x + ((x,

7) ( ( ( R,(x,(y ( R n: ( ((x  +(y ) = ((x  + ((y,

8) 1 ·(x  =(x.

Частными случаями пространства R n при n = 2 и n = 3 являются множества R 2 и R 3 двумерных и трехмерных векторов плоскости или пространства соответственно. 

Подпространством пространства R n называется его подмножество L, удовлетворяющее двум условиям, которые называются условиями линейности:

1) (x,(y ( L ((x  +(y ( L,

2) (x ( L, ( ( R ( ((x ( L.

Примеры подпространств: {(0 }, R n. В пространстве R 2 подпространством является также множество радиус-векторов точек, лежащих на прямой, проходящей через начало координат, в R 3 — множество радиус-векторов точек, лежащих на прямой или на плоскости, проходящей через начало координат.

Два ненулевых вектора(a и(b называются пропорциональными, если существует такое вещественное число (, что(a = ((b.

Множество, состоящее из k векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k , называется системой векторов.

Вектор(b называется линейной комбинацией векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k, если существуют такие числа ( 1, ( 2 , ( , ( k , что

(b = ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k .

В этом случае говорят, что вектор(b  линейно выражается через векторы

(a 1,(a 2 , ( ,(a k .

Совокупность всевозможных линейных комбинаций векторов

(a 1,(a 2 , ( ,(a k называется линейной оболочкой системы векторов

(a 1,(a 2 , ( ,(a k и обозначается L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ).

Например, в пространстве R 3 L ((a ) — прямая, проходящая через начало координат; если(a и(b неколлинеарные, то L ((a,(b ) — плоскость, проходящая через начало координат.

Рассмотрим в R n векторы

(e 1 = (1, 0, … , 0),(e 2 = (0, 1, … , 0), … ,(e n = (0, 0, … , 1).

Тогда L ((e 1,(e 2 , … ,(e n ) = R n.

Действительно, если(x ( L ((e 1,(e 2 , … ,(e n ), то

(x = ( 1(e 1 + ( 2(e 2 + ( + ( n(e n ( R n, то есть L ((e 1, (e 2 , …,(e n ) ( R n.

Пусть теперь(x ( R n. Тогда

(x = (x 1, x 2 , … , x n ) = (x 1, 0, … , 0) + (0, x 2, … , 0) +…+ (0, 0, … , x n ) = 

= x 1 (1, 0, …, 0) + x 2 (0, 1,…, 0) + … + x n (0, 0, … , 1) ( L ((e 1, (e 2 , … ,(e n ). Следовательно, R n ( L ((e 1, (e 2 , … ,(e n ) и L ((e 1, (e 2 , … ,(e n ) = R n.

ТЕОРЕМА 1.

Линейная оболочка системы векторов пространства R n является подпространством пространства R  n.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть дана система векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k. Возьмем вектор

(x ( L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ). Тогда (x = ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k ( R n, то есть L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ) ( R n. Проверим выполнение условий линейности из определения подпространства.

1) Возьмем (x,(y ( L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ).

Тогда (x = ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k,(y = ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k ,

(x  +(y =  ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k + ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k =

= (( 1 + ( 1)(a 1 + (( 2 + ( 2)(a 2 + ( + (( k + ( k )(a k ( L ((a 1,(a 2, ( ,(a k ).

2) Пусть теперь(x ( L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ), ( ( R.

Тогда(x = ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k,

((x = ( ( 1(a 1 + ( ( 2(a 2 + ( + ( ( k(a k ( L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ).

Теорема доказана.

Если подпространство L  пространства R n является линейной оболочкой векторов(a 1,(a 2, (,(a k, то говорят, что система векторов(a 1,(a 2, ( ,(a k порождает подпространство L.

ТЕОРЕМА 2.

Если вектор(b линейно выражается через векторы(a 1,(a 2 , ( ,(a k, то

L ((b,(a 1,(a 2 , ( ,(a k ) = L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Так как вектор(b линейно выражается через векторы(a 1,(a 2 , ( ,(a k , то(b = ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k .

Возьмем вектор(x ( L ((b,(a 1,(a 2 , ( ,(a k ).

Тогда(x = ( 0(b + ( 1(a 1 + ( 2(a 2 +(+ ( k(a k =

= ( 0 (( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k) + ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k =

= (( 0 ( 1 + ( 1)(a 1 + (( 0 ( 2 + ( 2)(a 2 +(+ (( 0 ( k + ( k)(a k (
(L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ) ( L ((b,(a 1,(a 2 , ( ,(a k ) ( L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ).

Возьмем вектор(x ( L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ).

Тогда(x = ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k (
((x = 0(b + ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k  ((x ( L ((b,(a 1,(a 2 , ( ,(a k ).
Следовательно, L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ) ( L ((b,(a 1,(a 2 , ( ,(a k ). 

Теорема доказана.

2. СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ.

Рассмотрим систему векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k . Нулевая линейная комбинация   0(a 1 + 0(a 2 + ( + 0(a k =(0,  имеющая только нулевые коэффициенты, называется тривиальной линейной комбинацией векторов этой системы.

Существуют ли нетривиальные линейные комбинации векторов системы (a 1,(a 2 , ( ,(a k , равные нулевому вектору(0? Ответ на этот вопрос зависит от свойств самой системы векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k .

Система векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k называется линейно зависимой, если существует нетривиальная нулевая линейная комбинация ее векторов, то есть существует линейная комбинация ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k =(0, в которой хотя бы один из коэффициентов отличен от нуля.

Система векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k называется линейно независимой, если не существует нетривиальной нулевой линейной комбинации ее векторов, то есть из равенства ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k =(0 следует, что

( 1 = ( 2 = ( = ( k = 0.

Например, линейно зависимой является система, состоящая из двух коллинеарных векторов в R2 или в R3, система из трех компланарных векторов в R3. Любые два неколлинеарных вектора в R2 или в R3, а также три некомпланарных вектора в R3 образуют линейно независимую систему. 

Докажите это в качестве упражнения.

ОСНОВНЫЕ УТВЕРЖДЕНИЯ О ЛИНЕЙНО ЗАВИСИМЫХ СИСТЕМАХ.

УТВЕРЖДЕНИЕ 1.

Система, состоящая из одного вектора(a, линейно зависима тогда и только тогда, когда(a  =(0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть система, состоящая из одного вектора(a, линейно зависима, то есть существует линейная комбинация ((a =(0, в которой ( ( 0. Тогда(a  =(0.

Обратно. Если(a  =(0, то 1(a  =(0. Существование этой линейной комбинации доказывает линейную зависимость системы.

УТВЕРЖДЕНИЕ 2.

Для того, чтобы система, состоящая из двух ненулевых векторов(a  и(b, была линейно зависимой, необходимо и достаточно, чтобы векторы(a  и(b были пропорциональны.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть система, состоящая из векторов(a и(b, линейно зависима. Тогда существует линейная комбинация ( 1(a + ( 2(b =(0, в которой ( 1 ( 0 или

( 2 ( 0. Тогда либо(a = 
[image: image2.wmf]1
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(a , то есть векторы(a и(b пропорциональны.

Обратно. Если(a = ((b, то(a – ((b =(0, 1 ·(a – ((b =(0, 1 ( 0. Поскольку полученная нулевая линейная комбинация содержит ненулевой коэффициент, система, состоящая из векторов(a и(b, линейно зависима.

УТВЕРЖДЕНИЕ 3.

Если какая-либо часть системы векторов линейно зависима, то вся система линейно зависима.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть в системе векторов(a 1,(a 2 , (,(a m , (,(a k векторы

(a 1,(a 2 , ( ,(a m образуют линейно зависимую подсистему. Это означает, что существует линейная комбинация ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( m(a m =(0, в которой хотя бы один из коэффициентов отличен от нуля. Тогда линейная комбинация 

( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( m(a m + 0(a m + 1 + (+ 0(a k =(0 +(0 =(0 тоже  содержит ненулевые коэффициенты. Отсюда следует, что система векторов 

(a 1,(a 2 , ( ,(a m , ( ,(a k  линейно зависима.

СЛЕДСТВИЯ.

1) Любая часть линейно независимой системы векторов линейно независима.

Это утверждение легко доказывается рассуждением от противного.

Предполагая, что некоторая часть линейно независимой системы является линейно зависимой, получаем противоречие утверждению 3.

2) Если в системе векторов имеется нулевой вектор или два пропорциональных  (в том числе два равных) вектора, то эта система линейно зависима.

УТВЕРЖДЕНИЕ 4.

Если система векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k линейно независима, а система 

(a 1,(a 2 , ( ,(a k ,(b линейно зависима, то вектор(b линейно выражается через векторы(a 1,(a 2 , ( ,(a k .

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Так как система(a 1,(a 2 , ( ,(a k ,(b линейно зависима, то существует линейная комбинация ( 1(a 1 + ( 2(a 2  +(+ ( k(a k + ( 0(b =(0, в которой хотя бы один из коэффициентов отличен от нуля. Докажем, что ( 0 ( 0. Действительно, если ( 0 = 0, то получаем нетривиальную линейную комбинацию

( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k =(0, существование которой противоречит линейной независимости системы векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k . Следовательно,

( 0 ( 0, и (b = 
[image: image4.wmf]0
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[image: image6.wmf]0

l

l

-

k

(a k , что и требовалось доказать.

ТЕОРЕМА. Критерий линейной зависимости.

Для того чтобы система векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k была линейно зависимой необходимо и достаточно, чтобы хотя бы один из векторов этой системы можно было представить в виде линейной комбинации остальных.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть система векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k является линейно зависимой. Тогда существует  линейная комбинация ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k =(0,        в которой хотя бы один из коэффициентов отличен от нуля. Для определенности будем считать, что ( 1 ( 0. Тогда (a 1 = 
[image: image7.wmf]1

2

l

l

-

(a 2 
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(a k,  то есть(a 1 ( L ((a 2 ,(a 3 , ( ,(a k ).

Пусть теперь один из векторов (например,(a 1 ) линейно выражается через остальные, то есть(a 1 = ( 2(a 2 + ( 3(a 3 + ( + ( k(a k .

Тогда линейная комбинация(a 1 – ( 2(a 2 – ( 3(a 3 – ( – ( k(a k =(0 является нетривиальной, и система векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k линейно зависима. Теорема доказана.

3. ТЕОРЕМА О ЗАМЕНЕ.

Пусть каждый вектор линейно независимой системы(b 1,(b 2 , … ,(b m линейно выражается через векторы(a 1,(a 2 , ( ,(a k . Тогда

1) m ( k,

2) В системе(a 1,(a 2 , ( ,(a k можно какие – либо m векторов заменить на векторы(b 1,(b 2 , … ,(b m так, что линейная оболочка полученной системы векторов будет совпадать с линейной оболочкой системы(a 1,(a 2 , ( ,(a k.

3) Если система(a 1,(a 2 , ( ,(a k  линейно независима,  то  система векторов,

полученная в результате указанной замены, тоже является линейно независимой.

Без доказательства.

СЛЕДСТВИЕ 1.

Если системы векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a k и(b 1,(b 2 , … ,(b m линейно независимы, причем(a 1,(a 2, ( ,(a k ( L ((b 1,(b 2, … ,(b m) и(b 1,(b 2, … ,(b m (
(L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ), то m = k.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Применим теорему о замене два раза.

Поскольку (a 1,(a 2 , ( ,(a k ( L ((b 1,(b 2 , … ,(b m ),  то  k ( m,  а так как (b 1,(b 2 , … ,(b m ( L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ),  то  m ( k.  Следовательно,  m = k.

СЛЕДСТВИЕ 2.

Если(b 1,(b 2 , … ,(b m ( L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ) и m > k, то система векторов(b 1,(b 2 , … ,(b m линейно зависима.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Предположим, что система(b 1,(b 2 , … ,(b m линейно независима. Тогда по теореме m ( k, что противоречит условию. Следовательно, система 

(b 1,(b 2 , … ,(b m линейно зависима.

СЛЕДСТВИЕ 3.

В пространстве R n любая система, содержащая более n  векторов, линейно зависима.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Рассмотрим систему векторов(b 1,(b 2 , … ,(b m пространства R n (m > n). Так как R n совпадает с линейной оболочкой системы векторов(e 1,(e 2,…,(e n, то(b 1,(b 2 , … ,(b m ( L ((e 1,(e 2 , … ,(e n ), и, следовательно, по следствию 2 система(b 1,(b 2 , … ,(b m линейно зависима.

4. БАЗИС И РАЗМЕРНОСТЬ ПОДПРОСТРАНСТВА                         ПРОСТРАНСТВА R n.
Пусть L — подпространство пространства R n.

Базисом подпространства L называется система векторов этого подпространства, которая удовлетворяет двум условиям:

· эта система линейно независима;

· эта система порождает подпространство L, то есть любой вектор подпространства L может быть представлен в виде линейной комбинации векторов этой системы.

СВОЙСТВА БАЗИСА.

1) Базис является наименьшей из систем, порождающих подпространство L. Это означает, что если из базиса убрать хотя бы один вектор, то оставшиеся векторы уже не будут порождать L, так как удаленный из базиса вектор принадлежит L, но его невозможно линейно выразить через оставшиеся векторы базиса в силу линейной независимости базиса.

2) Базис является максимальной линейно независимой системой векторов подпространства L. Если к базису добавить произвольный вектор подпространства L, то эта расширенная система векторов уже не будет линейно независимой, так как добавленный вектор линейно выражается через базисные векторы.

3) Любую линейно независимую систему векторов из L можно достроить до базиса подпространства L.

Действительно, если(a 1,(a 2 , ( ,(a k — некоторый базис L, а(b 1,(b 2 ,…,(b m — линейно независимая система векторов этого подпространства,  то 

(b 1,(b 2 , …,(b m ( L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ) = L и по теореме о замене в базисе 

(a 1,(a 2 , ( ,(a k можно какие – то m векторов заменить на векторы 

(b 1,(b 2 , …,(b m так, что полученная система векторов будет порождать то же подпространство L и будет линейно независимой в силу линейной независимости системы(a 1,(a 2 , ( ,(a k .

4) Все базисы подпространства L содержат одинаковое количество векторов. 

Действительно, если(a 1,(a 2, ( ,(a k и(b 1,(b 2, … ,(b m — два базиса подпространства L, то обе системы линейно независимы,(a 1,(a 2, ( ,(a k (
(L ((b 1,(b 2, …,(b m ),(b 1,(b 2, …,(b m ( L ((a 1,(a 2, ( ,(a k). По следствию 1 из теоремы о замене m = k.

Последнее свойство дает возможность определить понятие размерности подпространства.

Размерностью dim L подпространства L называется количество векторов в каком – либо базисе этого подпространства. Так, если(a 1,(a 2, ( ,(a k — некоторый базис подпространства L, то dim L = k.

СВОЙСТВА РАЗМЕРНОСТИ.

· Если L 1 и L 2 — два подпространства пространства R n, причем L 1 ( L 2, то dim L1 ( dim L2 .

В самом деле, если(a 1,(a 2, (,(a k  и(b 1,(b 2, …,(b m — базисы подпространств L 1 и L 2 соответственно, то dim L 1 = k, dim L 2 = m,(a 1,(a 2, ( ,(a k ( (L 1 ( L 2 = L ((b 1,(b 2 , … ,(b m ). По теореме о замене получаем, что k ( m, то есть  dim L 1 ( dim L 2 .

· Если(b 1,(b 2 , … ,(b m ( L, dim L  = k, m ( k, то система векторов

(b 1,(b 2 , … ,(b m линейно зависима.

Действительно, если(a 1,(a 2 , ( ,(a k — базис L, то(b 1,(b 2 , … ,(b m ( L =

=L ((a 1,(a 2 , ( ,(a k ), и система(b 1,(b 2 , … ,(b m линейно зависима по следствию 2 из теоремы о замене.

5. БАЗИСЫ ПРОСТРАНСТВА R n.

Поскольку пространство R n является подпространством самого себя, то к нему применимо определение базиса подпространства.

Базисом пространства R n называется система векторов этого пространства, которая удовлетворяет двум условиям:

· эта система линейно независима;

· эта система порождает пространство R n, то есть любой вектор пространства R n может быть представлен в виде линейной комбинации векторов этой системы.

Все свойства базисов подпространства справедливы и для базисов пространства R n.

Рассмотрим в R n векторы(e 1 = (1, 0, … ,0),(e 2 = (0, 1, … ,0), … ,

(e n = (0, 0, … , 1). Докажем, что эта система векторов образует базис пространства R n. Было доказано, что L ((e 1,(e 2 , … ,(e n) = R n. Следовательно, система векторов(e 1,(e 2 , … ,(e n порождает пространство R n. Проверим ее линейную независимость. Составим нулевую линейную комбинацию 

( 1(e 1 + ( 2(e 2 + ( + ( n(e n =(0. Докажем, что все ее коэффициенты равны нулю. Перепишем линейную комбинацию в виде

( 1 (1, 0, … , 0) + ( 2 (0, 1, … , 0) + … + ( n (0, 0, … , 1) = (0, 0, … , 0). Выполнив умножение векторов на числа и сложение векторов, получим равенство

(( 1, ( 2 , … , ( n ) = (0, 0, … , 0), из которого следует, что ( 1 = ( 2 = ( = ( n = 0, а система векторов(e 1,(e 2 , … ,(e n линейно независима.

Система векторов(e 1,(e 2 , … ,(e n называется стандартным базисом пространства R n.

Наличие стандартного базиса доказывает, что все базисы пространства R n имеют ровно n векторов, и dim R n = n.

Применяя свойства размерности, получим, что размерность произвольного подпространства L пространства R n не превышает n, а любая система векторов из R n, имеющая более n векторов, линейно зависима.

ТЕОРЕМА.

В пространстве R n любая линейно независимая система, имеющая n векторов, является базисом этого пространства.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть(a 1,(a 2 , ( ,(a n — линейно независимая система векторов пространства R n, а(e 1,(e 2 , … ,(e n — стандартный базис этого пространства. Тогда(a 1,(a 2 , ( ,(a n ( L ((e 1, (e 2 , … ,(e n ) = R n. Согласно теореме о замене можно все векторы(e 1,(e 2 , …,(e n заменить на векторы(a 1,(a 2 , (,(a n , так что L ((a 1,(a 2 , ( ,(a n ) = L ((e 1,(e 2 , … ,(e n ) = R n. Следовательно, для системы векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a n оба условия из определения базиса выполняются, и она является базисом пространства R n.

6. БАЗИС И РАНГ СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ.

Базисом системы векторов называется ее подсистема (часть системы), которая удовлетворяет двум условиям:

· эта подсистема линейно независима;

· любой вектор исходной системы может быть представлен в виде линейной комбинации векторов этой подсистемы.

СВОЙСТВА БАЗИСОВ.

1) Базис является максимальной линейно независимой подсистемой векторов данной системы.

2) Любая система векторов, имеющая хотя бы один ненулевой вектор, обладает базисом.

3) Все базисы данной системы векторов имеют одинаковое количество векторов.

Эти свойства предлагается доказать в качестве упражнения.

Рангом системы векторов называется число r, равное количеству векторов в каком – либо базисе этой системы. Иными словами, рангом системы векторов называется максимальное количество линейно независимых векторов данной системы.

СВОЙСТВА РАНГОВ.

1) Если(a 1,(a 2 , ( ,(a k ( L ((b 1,(b 2 , … ,(b m ), то ранг системы

(a 1,(a 2 , ( ,(a k не превосходит ранга системы(b 1,(b 2 , … ,(b m .

Действительно, если r (a) и r (b) — ранги систем(a 1,(a 2 ,(,(a k и

(b 1,(b 2 ,…,(b m соответственно, то, обозначая через(a 1,(a 2 , (,(a r (a) и

(b 1,(b 2 ,…,(b r (b) базисы соответствующих систем, получим

(a 1,(a 2 ,(,(a r (a) ( L ((b 1,(b 2 , …,(b m ) = L ((b 1,(b 2 , … ,(b r (b) ), откуда по теореме о замене следует, что r (a) ( r (b).
СЛЕДСТВИЕ.

Ранг подсистемы не превышает ранга системы векторов.

2) Если(a 1,(a 2 , ( ,(a k ( L,  dim L = m,  r  — ранг системы(a 1,(a 2 , ( ,(a k , то r ( m. Доказательство аналогично доказательству свойства 1).

3) Если количество векторов в системе векторов больше ранга этой системы, то данная система векторов является линейно зависимой.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть(a 1,(a 2 , ( ,(a r — подсистема, являющаяся базисом данной системы векторов. Поскольку количество векторов в системе векторов больше ранга этой системы, то в данной системе существует хотя бы один вектор, не вошедший в указанный базис. Этот вектор линейно выражается через базис, и, следовательно, исходная система линейно зависима в силу критерия линейной зависимости.

7. КООРДИНАТЫ ВЕКТОРА В ДАННОМ БАЗИСЕ.

Рассматривая понятия базисов подпространства, пространства R n, системы векторов, заметим, что во всех случаях базис обладает свойством линейной независимости и способностью представлять в виде линейных комбинаций своих векторов векторы подпространства, пространства R n, системы векторов соответственно. Докажем единственность такого представления.

ТЕОРЕМА.

Любой вектор(x (подпространства, пространства R n, системы векторов) представляется в виде линейной комбинации базисных векторов единственным образом.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть(a 1,(a 2 , ( ,(a k — данный базис. Предположим, что существуют два различных представления вектора(x в виде линейной комбинации базисных векторов:

(x = ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k и(x = ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k .

Поскольку(x  –(x =(0, то

( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k – ( ( 1(a 1 + ( 2(a 2 + ( + ( k(a k ) =(0,

(( 1 – ( 1) (a 1 + (( 2 – ( 2 )(a 2 + … + (( k – ( k )(a k =(0, откуда, в силу линейной независимости базисных векторов следует, что

( 1 – ( 1 = 0, ( 2 – ( 2 = 0, …, ( k – ( k = 0 и, следовательно,

( 1 = ( 1, ( 2 = ( 2, … , ( k = ( k. Таким образом, рассмотренные разложения вектора(x по базису совпадают. Теорема доказана.

Справедливость доказанного утверждения позволяет дать следующее определение.

Координатами вектора(x  в данном базисе называются коэффициенты в разложении вектора(x  по данному базису.

Заметим, что координаты вектора(x в данном базисе определяются однознач- но, но в разных базисах один и тот же вектор(x  имеет разные координаты.

§ 2. ОБЫКНОВЕННЫЕ ЖОРДАНОВЫ ИСКЛЮЧЕНИЯ ( ОЖИ )

1. ЖОРДАНОВЫ ТАБЛИЦЫ И ИХ ТРАКТОВКА.

Пусть имеется две системы переменных x 1, x 2, … , x n  и y 1, y 2 , … , y m , которые связаны между собой соотношениями:
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	(1)


Эти соотношения можно записать в виде таблицы

	
	x 1
	…
	x s
	…
	x n
	
	

	y 1 =
	( 11
	…
	( 1s
	…
	( 1 n
	
	

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	
	(2)

	y r =
	( r 1
	…
	( r s
	…
	( r n
	
	

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	
	

	y m =
	( m1
	…
	( m s
	…
	( m n
	
	


Например, соотношения
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 можно записать в виде таблицы 

	
	x 1
	x 2
	x 3
	(3)

	y 1 =
	2
	–3
	1
	

	y 2 =
	–1
	2
	0
	


Наоборот, из таблицы 

	
	a 1
	a 2
	a 3

	b 1 =
	3
	–1
	5

	b 2 =
	4
	0
	–2


можно выписать соотношения 
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2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОДНОГО ШАГА ОЖИ.

Пусть в таблице (2) элемент ( r s отличен от нуля. Назовем его разрешающим элементом, а строку и столбец, содержащие его, назовем разрешающей строкой и разрешающим столбцом. При выполнении одного шага ОЖИ для таблицы (2) с разрешающим элементом ( r s переменные y r и x s меняются местами, а элементы таблицы пересчитываются по следующим правилам:

1) на место разрешающего элемента ставится 1;

2) оставшиеся элементы разрешающего столбца переписываются без изменения;

3) оставшиеся элементы разрешающей строки переписываются с противоположным знаком;

4) остальные элементы таблицы пересчитываются по правилу прямоугольника: на место элемента ( i j ставится число, равное значению выражения

( i j ( r s – ( r j  ( i s :

	( i s
	…
	( i j

	…
	…
	…

	( r s
	…
	( r j


	( i j
	…
	( i s

	…
	…
	…

	( r j
	…
	( r s


5) все элементы полученной таблицы делятся на разрешающий элемент ( r s .

Пересчет таблицы (2) по правилам 1) — 5) называется одним шагом ОЖИ с разрешающим элементом ( r s .

В качестве примера выполним один шаг ОЖИ для таблицы (3), взяв в качестве разрешающего элемента ( r s элемент ( 2 2 = 2.

	
	x 1
	x 2
	x 3

	y 1 =
	2
	–3
	1

	y 2 =
	–1
	2
	0


(
	
	x 1
	y 2
	x 3
	: 2

	y 1 =
	1
	–3
	2
	

	x 2 =
	1
	1
	0
	


(
	
	x 1
	y 2
	x 3

	y 1 =
	1 / 2
	–3 / 2
	1 

	x 2 =
	1 / 2
	1 / 2
	0


Полученная таблица соответствует системе уравнений
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	(4)


Систему уравнений (4) можно было получить без применения ОЖИ из системы уравнений 
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, соответствующей таблице (3), непосредственным выражением переменной  x 2 из второго уравнения и подстановкой его в первое уравнение:
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Один шаг ОЖИ с разрешающим элементом ( r s равносилен выражению переменной x s из уравнения
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системы (1) и подстановке полученного выражения в остальные уравнения этой системы.

ЗАМЕЧАНИЕ. Если в системе (1) и, соответственно, в таблице (2) переменные x 1, x 2, … , x n и y 1, y 2,…, y m являются векторами, то справедливо соотношение y 1, y 2 , … , y m  (L ( x 1, x 2, … , x n ) и один шаг ОЖИ соответствует одному шагу замены векторов, описанной в теореме о замене.

3. АЛГОРИТМ ОТЫСКАНИЯ БАЗИСА СИСТЕМЫ ВЕКТОРОВ.

Дана система векторов (a 1,(a 2 , ( ,(a k ( R n:

(a 1 = (( 11, ( 12,…, ( 1 n ),(a 2 = (( 21, ( 22,…, ( 2 n ),(,(a k = (( k1, ( k2,…, ( k n ).

Разложим эти векторы по стандартному базису:


[image: image19.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

a

+

+

a

+

a

=

a

+

+

a

+

a

=

a

+

+

a

+

a

=

.

,

,

2

2

1

1

2

2

22

1

21

2

1

2

12

1

11

1

n

n

n

n

n

n

e

e

e

a

e

e

e

a

e

e

e

a

k

k

k

k

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K


Внесем полученные выражения в жорданову таблицу 

	
	(e 1
	(e 2
	…
	(e n

	(a 1 =
	( 11
	( 12
	…
	( 1n

	(a 2 =
	( 21
	( 22
	…
	( 2 n

	…
	…
	…
	…
	…

	(a k =
	(a k 1
	(a k 2
	…
	(a k n


Выполним максимально возможное число шагов ОЖИ.

Предположим, что мы сумели сделать r шагов ОЖИ. При этом какие-то   r векторов системы(e 1 ,(e 2 , … ,(e n заменились на некоторые векторы системы(a 1,(a 2 , ( ,(a k. Для простоты обозначений будем считать, что это будут  (e 1,(e 2 , … ,(e r  и(a 1,(a 2 , ( ,(a r (иначе перенумеруем векторы). Невозможность выполнения следующего (r + 1)-го шага ОЖИ означает, что итоговая таблица имеет вид

	
	(a  1
	…
	(a r
	(e r + 1
	…
	(e n

	(e 1
	*
	…
	*
	*
	…
	*

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	(e r
	*
	…
	*
	*
	…
	*

	(a r + 1
	( r + 1, 1
	…
	( r + 1,  r
	0
	…
	0

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…

	(a k
	( k 1
	…
	( k  r
	0
	…
	0


Векторы(a r + 1, … ,(a k  невозможно поменять местами ни с одним из векторов(e r + 1, … ,(e n , так как в качестве разрешающего элемента не может быть выбрано число 0. Это означает, что выполнено максимально возможное число шагов ОЖИ. 

Векторы(a 1,(a 2 , ( ,(a r , перешедшие наверх таблицы, линейно независимы. Действительно, первый из переброшенных наверх векторов образует линейно независимую систему, так как является ненулевым. Добавление к этой линейно независимой системе по одному вектору на каждом шаге ОЖИ не может привести к появлению линейно зависимой системы, так как в этом случае в силу утверждения 4 о линейно зависимых системах последний переброшенный наверх вектор должен был бы линейно выражаться через остальные векторы этой системы. При этом условии выполнение последнего шага ОЖИ было бы невозможным (почему?). Из полученной таблицы можно выписать линейные выражения векторов(a r + 1, … ,(a k через векторы (a 1,(a 2 , ( ,(a r :

(a r + 1 = ( r +1, 1(a 1 + … + ( r +1, r(a r , … ,(a k = ( k 1(a 1 + … + ( k r(a r .

Добавим к ним очевидные соотношения:(a 1 =(a 1 + 0(a 2 + … + 0(a r ,

(a 2 = 0(a 1 +(a 2 + … + 0(a r , … ,(a r = 0(a 1 + 0(a 2 + … +(a r . Таким образом, согласно определению базиса системы векторов векторы(a 1,(a 2 , ( ,(a r являются базисом системы(a 1,(a 2 , ( ,(a k . Ранг этой системы равен r. Координаты векторов системы(a 1,(a 2 , ( ,(a k в найденном базисе равны коэффициентам в полученных разложениях векторов системы(a 1,(a 2 , ( ,(a k по этому базису, то есть    (a 1 = (1, 0, … , 0),  (a 2 = (0, 1, … , 0), … ,  (a r = (0, 0, … ,1),     (a r + 1 = (( r +1, 1 , … , ( r +1, r ), … , (a k = (( k 1 , … , ( k r).

§ 3. МАТРИЦЫ И ОПРЕДЕЛИТЕЛИ

1. МАТРИЦЫ И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ.

Произвольная система вещественных чисел, записанная в виде таблицы, содержащей m строк и n столбцов, называется матрицей размерности

m ( n и обозначается 
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= (a i  j ) = A.

Числа a i j  называются элементами матрицы А. Первый индекс i означает номер строки, второй индекс j — номер столбца, в которых стоит элемент a i j .

Если число строк матрицы A равно числу ее столбцов n, то А называется квадратной матрицей порядка n.

Матрица, имеющая только одну строку, называется вектор – строкой.

Матрица, имеющая только один столбец, называется вектор – столбцом.

Матрицы A = (a i  j ) и B = (b i  j ) называются равными, если они имеют одинаковую размерность и их элементы a i j  и b i j , стоящие на одинаковых местах, равны между собой.

СЛОЖЕНИЕ МАТРИЦ И УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦЫ НА ЧИСЛО.

Если матрицы A и B имеют одинаковую размерность, то их суммой A + B называется матрица C, элементы которой c i j  равны суммам соответствующих элементов матриц A и B: c i j  = a i j + b i j .

Произведением матрицы A на число ( называется матрица (A, полученная из матрицы A умножением всех ее элементов на число (.

Например, 
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2 · 
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Для произвольной матрицы A матрица (– 1) · A обозначается – A.

Сумма матриц A и – B обозначается A – B.

УМНОЖЕНИЕ МАТРИЦ.

Произведение A B матриц A и B определено, если число столбцов матрицы A равно числу строк матрицы B. В частности, если A и B — квадратные матрицы одного порядка, то произведения A B и B A определены.

Произведением матриц A = (a i j ) и B = (b i j ) называется матрица C = (c i j ), обозначаемая символом С = А В, каждый элемент c i j которой равен сумме произведений элементов i – й строки матрицы А на соответствующие элементы  j – го столбца матрицы В, то есть

c i j = a i 1 b 1 j + a i 2 b 2 j + … + a i n b n j ( i = 1, 2, … , m;  j = 1, 2, … , n).
Иными словами, если матрицу A представить как матрицу, строками которой являются векторы(a 1,(a 2 , ( ,(a m , а матрицу B — как матрицу, столбцами которой являются векторы(b 1,(b 2 , … ,(b n , то элемент c i j матрицы С равен скалярному произведению(a i(b j  векторов(a i и(b j.

ПРИМЕРЫ. 
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Свойства умножения матриц.

1) ( (A B) = (( A) B = A (( B);

2) (А В) С = А (В С);

3) (А + В) С = А С + В С;
C (A + B) = C A + C B.

Умножение двух матриц в общем случае не обладает свойством коммутативности, то есть А В ( В А (см. рассмотренные примеры).

ТРАНСПОНИРОВАНИЕ МАТРИЦ.

Матрица AT, строки которой являются столбцами матрицы A с теми же порядковыми номерами, называется транспонированной к матрице A.

Если A = (a i j ) и AT = (aTi j ), то a Ti j = a j i .

Пример. 
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Свойства транспонирования.

1) (( A)T = ( AT
2) (A + B)T = AT + BT
3) (AB)T = BT AT
2. ОБРАТНАЯ МАТРИЦА. РАНГ МАТРИЦЫ.

Квадратная матрица E называется единичной, если все элементы ее главной диагонали равны 1, а все остальные — 0. Например,

E = 
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 — единичная матрица порядка 3. Название единичная обусловлено тем, что для любой матрицы A и единичной матрицы E соответствующего порядка справедливы равенства A E = A, E A = A. В частности для квадратной матрицы A.: A E = E A = A.

Говорят, что квадратная матрица A имеет обратную, если существует такая квадратная матрица B, что A B = B A = E.

Матрица B называется обратной матрицей к матрице A и обозначается A–1.

СВОЙСТВА ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ.

1) Если матрица A имеет обратную, то только одну.

Действительно, если A имеет две обратные матрицы B и C, то справедливы равенства A B = B A = E и A C = C A = E. Тогда B = B E = B (A C) =              = (B A) C= E C = C. Матрицы B и C совпадают. Единственность обратной матрицы доказана.

2) (A– 1) – 1 = A. Доказательство очевидно, так как A– 1A = A A– 1 = E.

3) (A B) – 1 = B – 1 A – 1.

Действительно, (A B) (B – 1A – 1) = A ( B B – 1) A – 1 = A E A– 1 = A A– 1 = E;

(B – 1A – 1) (A B) = B – 1 ( A– 1 A ) B = B – 1 E B = B – 1 B = E. Следовательно, матрица B – 1A – 1 является обратной для матрицы A B.

Доказанное утверждение справедливо для любого конечного числа множителей: (A B … C) – 1 = C – 1 … B – 1 A– 1.

Не каждая квадратная матрица имеет обратную. Сформулируем критерий существования обратной матрицы.

ТЕОРЕМА. (Критерий существования обратной матрицы.)

Для того, чтобы квадратная матрица имела обратную, необходимо и достаточно, чтобы ее строки были линейно независимыми. ( Без доказательства.)

АЛГОРИТМ НАХОЖДЕНИЯ ОБРАТНОЙ МАТРИЦЫ С ПОМОЩЬЮ ОЖИ.

Пусть дана матрица A. Составим жорданову таблицу, элементами которой будут являться элементы a i j матрицы A.

	
	x 1
	…
	x n

	y 1 =
	a 11
	…
	a 1n

	…
	…
	…
	…

	y n =
	a n1
	…
	a n n


Учитывая правила заполнения жордановых таблиц и умножения матриц, заметим, что эта таблица равносильна равенству

(y = A(x, где(y = 
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Выполнив n шагов ОЖИ, что возможно только в том случае, когда строки матрицы A линейно независимы, получим таблицу 

	
	y 1
	…
	y n

	x 1 =
	b 11
	…
	b 1 n

	…
	…
	…
	…

	x n =
	b n 1
	…
	b n n


Эта таблица равносильна равенству(x = B(y для тех же самых векторов (x  и(y.

Так как(y = A(x и(x = B(y, то(y = A B(y, что в силу произвольности вектора(y  равносильно равенству A B = E.

Аналогично(x = B(y = B A(x и, следовательно, B A = E. 

Поскольку A B = B A = E, то полученная в таблице матрица B равна A– 1.

ЗАМЕЧАНИЕ.

Если в результате вычислений в итоговой таблице порядок следования переменных  x1, … , x n  и  y1, … , y n  нарушился, следует упорядочить строки и столбцы этой таблицы так, чтобы переменные следовали в порядке возрастания их индексов.

Введем понятие ранга матрицы.

Пусть дана произвольная матрица A. Определим ранг матрицы по строкам как ранг системы ее векторов строк, то есть как максимальное количество линейно независимых строк матрицы.

Аналогично, рангом матрицы по столбцам называется ранг системы ее векторов столбцов, то есть максимальное количество ее линейно независимых столбцов.

ТЕОРЕМА.

Ранги матрицы по строкам и по столбцам совпадают. (Без доказательства.)

Рангом матрицы называется число r, равное ее рангам по строкам и по столбцам.

СВОЙСТВА РАНГА МАТРИЦЫ.

1) Ранг матрицы не меняется при

а) транспонировании матрицы,

б) перестановке ее строк (столбцов),

в) умножении строки (столбца) матрицы на отличное от 0 число,

г) замене какой-либо строки (столбца) матрицы на ее сумму с другой строкой (столбцом), умноженной на произвольное число.

2) Ранг произведения матриц не превосходит ранга каждого из сомножителей: если ранг A равен r A , ранг B равен r B , ранг A B равен r A B , то

r A B ( r A , r A B ( r B .

Преобразования б), в), г) называются элементарными преобразованиями матрицы.

АЛГОРИТМ НАХОЖДЕНИЯ РАНГА МАТРИЦЫ.

Пусть дана матрица A. Представим ее в виде системы векторов строк     (a 1,(a 2 , ( ,(a m . Поскольку ранг матрицы равен рангу системы ее векторов строк, используем алгоритм нахождения базиса и ранга системы векторов. Для этого составим жорданову таблицу, строками которой являются координаты векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a m , то есть строки матрицы A:

	
	(e 1
	(e 2
	…
	(e n

	(a 1 =
	( 11
	( 12
	…
	( 1 n

	(a 1 =
	( 21
	( 22
	…
	( 2 n

	…
	…
	…
	…
	…

	(a m =
	( m1
	( m 2
	…
	( m n


Ранг системы векторов(a 1,(a 2 , ( ,(a m , а, значит, и ранг матрицы A равен максимально возможному числу шагов ОЖИ, выполненных с данной таблицей. 

ЗАМЕЧАНИЕ.

При нахождении ранга матрицы на каждом шаге ОЖИ рекомендуется сокращать таблицу на разрешающий столбец, поскольку количество выполненных шагов ОЖИ совпадает с количеством выбранных разрешающих элементов, а столбец, являющийся разрешающим на некотором шаге ОЖИ, на последующих шагах разрешающим являться не может и, следовательно, не повлияет на величину остальных элементов таблицы.

УПРАЖНЕНИЕ.

Доказать, что ранг матрицы вида трапеции
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 равен числу ненулевых строк матрицы.

3. ОПРЕДЕЛИТЕЛИ И ИХ СВОЙСТВА.

Определитель является некоторой числовой характеристикой квадратной матрицы.

Определителем матрицы второго порядка, или просто определителем второго порядка называется число ( , вычисляемое по формуле

( = 
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Например, 
[image: image41.wmf]4
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 = (1· 4 – 3 · 2) = 4 – 6 = – 2.

Понятие определителя n – го порядка вводится по индукции, полагая, что уже введено понятие определителя (n – 1) – го порядка, соответствующего квадратной матрице порядка (n – 1).

Предварительно введем следующие понятия.

Минором M i j элемента a i j данной матрицы порядка n называется определитель (n – 1) – го порядка, соответствующий матрице, получаемой из данной вычеркиванием строки и столбца, содержащих элемент a i j.
Алгебраическим дополнением A i j элемента a i j определителя называется минор M i j, взятый со знаком (– 1) i +  j, то есть A i j = (– 1) i +  j M i j.

Определителем матрицы A n – го порядка, или определителем n – го порядка называется число, обозначаемое символически:

( = det A =
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 и равное сумме попарных произведений элементов первой строки на соответствующие алгебраические дополнения:

( = 
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Определитель третьего порядка есть число ( , вычисляемое по формуле

( =
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В качестве примера вычислим определитель 
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СВОЙСТВА ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ.

1) Для того, чтобы определитель ( матрицы A равнялся 0, необходимо и достаточно, чтобы строки матрицы были линейно зависимыми (( = 0). В частности, ( = 0, если

· матрица A содержит нулевую строку,

· матрица A содержит две равные или пропорциональные строки.

2) Определитель не меняется при

· транспонировании матрицы,

· замене какой–либо строки матрицы на ее сумму с другой строкой, умноженной на произвольное число.

3) При перестановке двух строк определитель меняет знак.

4) При умножении какой–либо строки определителя на число ( определитель умножается на (, общий множитель элементов некоторой строки можно вынести за знак определителя.

5) Определитель произведения двух квадратных матриц равен произведению их определителей.

6) Все свойства определителей справедливы, если их сформулировать для столбцов определителя.

Из свойства 5, в частности, следует, что определитель обратной матрицы связан с определителем матрицы A следующим образом: det A – 1 = 1 / det A.

В самом деле, поскольку A · A– 1 = E, то det (A · A– 1) = det A · det A– 1 =     = det E = 1, откуда следует требуемое утверждение.

МЕТОДЫ ВЫЧИСЛЕНИЯ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ.

1. Метод разложения по строке. Определитель равен сумме попарных 

произведений элементов произвольной строки на соответствующие алгебраические дополнения, то есть ( = a i 1 A  i 1 + a i 2 A i 2 + … + a i n A i n.
2. Метод разложения по столбцу. Определитель равен сумме попарных
 произведений элементов произвольного столбца на соответствующие алгебраические дополнения, то есть ( = a 1 j A 1 j  + a 2 j A 2 j  + … + a n j A n  j.

Эти методы позволяют при вычислении определителей выбирать строку или столбец с наибольшим количеством нулей, что облегчает процесс вычисления, так как отпадает необходимость вычисления алгебраических дополнений нулевых элементов.

3. Метод зануления.  Идея метода состоит в том, чтобы, не меняя вели-

чины  определителя,  получить  столбец  или строку,  в которой все элементы

кроме одного равны 0, а затем выполнить разложение по этому столбцу или строке. В результате вычисление определителя n –го порядка сводится к вычислению одного определителя (n – 1) –го порядка. Зануление элементов производится с применением свойств определителей.

ПРИМЕР. ( = 
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Прибавим первую строку определителя ко второй, третьей и четвертой строкам, предварительно умножив ее на числа (–2), 2 и (–1) соответственно. Величина определителя при этом не изменится (свойство 2 определителей), а элементы первого столбца, стоящие во второй, третьей и четвертой строках, станут равными 0. Получим определитель

( =
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. Разложим полученный определитель по первому столбцу:

( = 1 · (–1) 1+1
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. Прибавим ко второй строке первую, умноженную на (–1), и выполним разложение по первому столбцу:

( = 
[image: image56.wmf]1

4

0

0

5

0

1

4

5

-

-

 = (–5) · (–1) 1 + 1
[image: image57.wmf]1

4

0

5

-

 = (–5) · (–5 – 0) = 25.

ПРИМЕРЫ ПРИМЕНЕНИЯ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ.

1. Проверка линейной независимости системы векторов пространства R n.

Если система содержит n векторов, то можно составить определитель n-го порядка, строками которого являются векторы данной системы. Согласно свойству 2 определителей этот определитель будет равен 0 в случае линейной зависимости и отличен от нуля в случае линейной независимости системы векторов.

2. Нахождение обратной матрицы.  Если квадратная матрица  A  имеет об-

ратную, то ее строки линейно независимы и, следовательно, ее определитель    ( отличен от нуля. Вычислим алгебраические дополнения A i j всех элементов матрицы A и составим из них матрицу (A  i j ). Тогда обратная матрица A– 1

может быть найдена по формуле A– 1 = 
[image: image58.wmf]D
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§ 4. СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ.

Система m уравнений с n неизвестными вида
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	(1)


называется системой линейных уравнений (сокращенно СЛУ).

Неизвестные x 1, x 2, …, x n образуют вектор(x =
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, который называется столбцом неизвестных.

Коэффициенты a i j при неизвестных образуют матрицу

A = 
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, которая называется матрицей системы уравнений.

Числа b 1, b 2 , … , b m образуют столбец свободных членов(b = 
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Матрица A с добавленным к ней столбцом свободных членов (b называется расширенной матрицей и обозначается Ã:

Ã = 
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Наряду с этой матрицей будем также рассматривать матрицу
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которая получается из A добавлением к ней столбца –(b. Поскольку такая матрица будет обладать всеми свойствами матрицы Ã, ее мы тоже будем называть расширенной матрицей системы (1).

Используя введенные обозначения, систему уравнений, заданную в ее общем виде (1), можно переписать в других, более компактных видах.

МАТРИЧНЫЙ ВИД.

Умножим матрицу A на столбец неизвестных(x согласно правилу умножения матриц. Получим равенство


[image: image65.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

n

m

m

m

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

K

K

K

K

K

K

K

2

1

2

22

21

1

12

11

 · 
[image: image66.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

n

x

x

x

K

2

1

 = 
[image: image67.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

+

+

+

+

+

+

+

+

+

n

n

m

m

m

n

n

n

n

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

x

a

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

K

2

2

1

1

2

2

22

1

21

1

2

12

1

11

.

Следовательно, систему уравнений (1) можно записать в виде
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, или A(x =(b.

ВЕКТОРНЫЙ ВИД.

Рассмотрим векторы(A 1,(A 2 , …,(A n  — столбцы матрицы A. Используя правила сложения векторов и умножения вектора на число, получим равенство x 1
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, то есть     x 1(A 1 + x 2(A 2 + … + x  n(A n =(b — векторный вид системы уравнений (1).

ТАБЛИЧНЫЙ ВИД.

Перепишем систему уравнений (1) в виде
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Внесем полученные соотношения в жорданову таблицу

	
	x 1
	x 2
	…
	x n
	1

	0 =
	a 11
	a 12
	…
	a 1 n
	– b 1

	0 =
	a 21
	a 22
	…
	a 2 n
	– b 2

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	0 =
	a m 1
	a m 2
	…
	a m n
	– b m


Получили табличный вид системы уравнений.

ПРИМЕР.

Запишем в разных видах систему уравнений 
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x 1
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	x 1
	x 2
	1
	— табличный вид.



	0 =
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	–1
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Вектор(x ( = 
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 называется решением системы линейных уравнений, если при подстановке его координат в уравнения системы все уравнения обращаются в верные равенства.

Система уравнений называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение.

Система уравнений называется несовместной, если она не имеет ни одного решения.

Система уравнений называется определенной, если она имеет ровно одно решение.

Система уравнений называется неопределенной, если она имеет более одного решения.

2. СИСТЕМЫ n ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ С n НЕИЗВЕСТНЫМИ.

Квадратная матрица A называется невырожденной, если ее строки линейно независимы.

Согласно этому определению, свойствам определителей, критерию существования обратной матрицы получаем, что невырожденная матрица имеет ненулевой определитель и обладает обратной матрицей.

Благодаря этим свойствам имеем два особых метода решения системы A(x  =(b с квадратной невырожденной матрицей A.

МАТРИЧНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ СЛУ.

ТЕОРЕМА.

Если матрица A системы  A(x  =(b квадратная невырожденная, то существует единственное решение(x ( этой системы, равное произведению обратной матрицы A– 1 на столбец свободных членов(b, (x ( = A– 1(b.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Докажем сначала, что вектор(x ( является решением системы A(x  =(b.   В самом деле, A(x ( = A · A– 1(b = E(b =(b, то есть A(x ( =(b  и(x ( является решением системы A(x =(b.

Докажем теперь единственность этого решения. Предположим, что имеется еще другое решение(x 1, то есть A(x 1 =(b — верное равенство. Домножим обе части этого равенства слева на A– 1. Получим A– 1 A(x 1 = A– 1(b и, следовательно,(x 1 = A– 1(b, то есть(x 1 =(x (. Теорема доказана.

Таким образом, матричный метод решения системы A(x =(b с квадратной невырожденной матрицей A состоит в нахождении решения этой системы по формуле(x (  = A– 1(b.

ПРАВИЛО КРАМЕРА.

ТЕОРЕМА.

Если матрица A системы A(x  =(b квадратная невырожденная, то существует единственное решение(x ( = 
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 этой системы, которое может быть найдено по формулам:
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, где ( — определитель матрицы A,       ( j — определитель, полученный из ( заменой в нем  j –го столбца на столбец свободных членов(b (для всех  j = 1, 2, … , n).

ПРИМЕР решения системы линейных уравнений по правилу Крамера.


[image: image88.wmf]î

í

ì

=

+

=

-

7

3

0

2

2

1

2

1

x

x

x

x

.

( = 
[image: image89.wmf]1

3

2

1

-

 = 1 + 6 = 7, ( 1 = 
[image: image90.wmf]1

7

2

0

-

 = 0 + 14 = 14, ( 2 = 
[image: image91.wmf]7

3

0

1

 = 7 – 0 = 7,


[image: image92.wmf]7

14

*

1

=

x

 = 2, 
[image: image93.wmf]7

7

*

2

=

x

 = 1,(x ( = 
[image: image94.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

1

2

.

3. ОБЩИЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.

Рассмотрим систему уравнений A(x  =(b с произвольной матрицей A. Исследуем вопрос о ее совместности и количестве решений.

ТЕОРЕМА КРОНЕКЕРА – КАПЕЛЛИ.

Для того, чтобы система уравнений A(x  =(b была совместной, необходимо и достаточно, чтобы ранг матрицы этой системы равнялся рангу ее расширенной матрицы.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

1) Пусть система уравнений A(x =(b является совместной. Докажем, что ранг r A матрицы A равняется рангу r Ã расширенной матрицы Ã.

Представим матрицы A и Ã как системы их векторов столбцов

	(A 1,(A 2, … ,(A  n
	(1)


и
	(A 1, (A 2, … ,(A n , (b
	(2)


соответственно. Ранг матрицы A равен рангу системы векторов (1), а ранг матрицы Ã равен рангу системы векторов (2). Поскольку система векторов (1) является подсистемой системы векторов (2), то r A ( r Ã.

Так как система A(x =(b является совместной, то существует вектор       (x ( = 
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, координаты которого удовлетворяют данной системе, или, в векторном виде, имеет место равенство x 1*(A 1 + x 2*(A 2 + … + x n*(A n =(b. Отсюда следует, что(b ( L ((A 1,(A 2 , … ,(A n ) и, следовательно,

(A 1,(A 2 , … ,(A n ,(b ( L ((A 1,(A 2 , … ,(A n ). По свойствам ранга системы векторов  r Ã  ( r A. Но так как r A ( r Ã , то r A = r Ã .

2) Пусть теперь r A = r Ã  = r. Докажем, что система A(x =(b является совместной. Согласно определению базиса системы векторов базисы систем (1) и (2) содержат по r векторов. Пусть(A 1, (A 2 , … ,(A r — базис системы (1). Тогда эти же векторы будут являться и базисом системы (2). Действительно, векторы(A 1,(A 2 , … ,(A r образуют линейно независимую подсистему системы (2), а поскольку их количество совпадает с рангом системы (2), то они являются базисом этой системы. Следовательно, вектор(b можно представить в виде линейной комбинации векторов(A 1,(A 2 , …,(A r :

(b = ( 1(A 1 + ( 2(A 2 + … + ( r(A r, а также в виде линейной комбинации

(b = ( 1(A 1 + ( 2(A 2 + … + ( r(A r + 0(A r + 1 + … +  0(A n. Справедливость последнего равенства означает, что вектор(x *, координатами которого являются числа ( 1, ( 2 , … , ( r , 0, … , 0 является решением системы уравнений A(x  =(b, то есть система A(x  =(b совместна. Теорема доказана.

ТЕОРЕМА ОБ ОПРЕДЕЛЕННОСТИ СЛУ.

Пусть система уравнений A(x  =(b является совместной, имеет n неизвестных и r A = r Ã = r.

Тогда если r = n, то система A(x  =(b имеет единственное решение, если r < n, то система A(x  =(b имеет бесконечно много решений.

Переменные, соответствующие линейно независимым столбцам матрицы A, называются базисными переменными. Количество базисных переменных равно r — рангу матрицы A
Остальные переменные системы линейных уравнений называются свободными, количество свободных переменных равно n – r.

Решение системы, в котором ненулевые значения имеют только базисные переменные, называется базисным решением.
В справедливости теоремы об определенности убедимся, рассмотрев алгоритм решения СЛУ с помощью ОЖИ.

АЛГОРИТМ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.

Пусть дана система уравнений A(x =(b. Перепишем ее в табличном виде:

	
	x 1
	x 2
	…
	x n
	1

	0 =
	a 11
	a 12
	…
	a 1 n
	– b 1

	0 =
	a 21
	a 22
	…
	a 2 n
	– b 2

	…
	…
	…
	…
	…
	…

	0 =
	a m 1
	a m 2
	…
	a m n
	– b m


Столбцы под переменными образуют матрицу A, а все столбцы таблицы — расширенную матрицу Ã, ранги которых обозначим r A и r Ã соответственно.

Выполним максимально возможное число шагов ОЖИ, выбирая разрешающие элементы в столбцах под переменными.

Заметим, что столбец, являющийся разрешающим на некотором шаге ОЖИ, на последующих шагах разрешающим являться не может и, следовательно, не повлияет на величину остальных элементов таблицы. Его собственные элементы не представляют никакого интереса, так как при выполнении одного шага ОЖИ над столбцом, являвшимся разрешающим, вместо переменной  x s окажется 0. Поэтому рекомендуется на каждом шаге ОЖИ сокращать таблицу на разрешающий столбец.

Пересчет таблицы для системы A(x =(b означает реализацию обычного метода подстановки, а для матрицы A и расширенной матрицы этой системы — вычисление их рангов. Поскольку разрешающие элементы выбираются только в столбцах под переменными, пересчет будет закончен после выполнения r A шагов ОЖИ. По окончании пересчета получим жорданову таблицу одного из следующих видов:

1. а) r A = n.

	
	1

	x1 =
	( 1

	…
	…

	x n =
	( n

	0 =
	0


В этом случае r A = n и r Ã = n, так как выполнено n шагов ОЖИ, и больше нельзя сделать ни одного шага (у матрицы A все столбцы использованы, а у расширенной матрицы в неиспользованном столбце под 1 невозможно выбрать ненулевой разрешающий элемент в неиспользованной строке). Система совместна и имеет единственное решение, которое можно получить, выписав выражения для переменных из таблицы: x 1 = ( 1, …, x n = ( n, то есть (x *=
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1.б) r A = n.

	
	1

	x 1 =
	( 1

	…
	…

	x n =
	( n

	0 =
	( ( 0


В этом случае r A = n и r Ã = n + 1, так как выполнено n шагов ОЖИ, у матрицы A все столбцы использованы, а у расширенной матрицы в неиспользованном столбце под 1 можно выбрать ненулевой разрешающий элемент ( в неиспользованной строке. Система несовместна, так как r A ( r Ã .

2. а) r A < n.

	
	x r +1
	…
	x n
	1

	x 1 =
	( 1 r +1
	…
	( 1 n
	( 1

	…
	…
	…
	…
	…

	x r =
	( r  r + 1
	…
	( r  n
	( r

	0 =
	0
	…
	0
	0


В этом случае r A = r и r Ã = r, так как выполнено r шагов ОЖИ, и больше нельзя сделать ни одного шага (у матрицы A и у расширенной матрицы в неиспользованных столбцах невозможно выбрать ненулевой разрешающий элемент в неиспользованной строке). Так как r A = r Ã , то система уравнений совместна.

Переменные x 1, …, x r соответствуют линейно независимым столбцам матрицы A и являются базисными.

Переменные x r + 1, … , x n , оставшиеся наверху таблицы, являются свободными.

Для получения  решений системы выпишем из таблицы соотношения между переменными: 
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. Придавая свободным переменным x r +1, …, x n , стоящим в правой части, произвольные значения, можно получить бесконечно много различных решений системы A(x =(b.     Например, базисное решение системы имеет вид 
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2. б) r A < n.

	
	x r +1
	…
	x n
	1

	x 1 =
	( 1 r +1
	…
	( 1 n
	( 1

	…
	…
	…
	…
	…

	x r =
	( r  r + 1
	…
	( r  n
	( r

	0 =
	0
	…
	0
	( ( 0


В этом случае r A = r и r Ã = r + 1, так как выполнено r шагов ОЖИ, у матрицы A в неиспользованных  столбцах невозможно выбрать ненулевой разрешающий элемент в неиспользованной строке, а у расширенной матрицы в столбце под 1 можно выбрать ненулевой разрешающий элемент ( в неиспользованной строке и сделать еще один шаг ОЖИ.

Система несовместна, так как r A ( r Ã .

4. ОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.

Однородной системой линейных уравнений называется система вида   A(x =(0.

Однородные системы всегда совместны, так как A(0  =(0 — верное равенство. Таким образом, если система A(x  =(0 имеет единственное решение, то это(x * =(0. Если же однородная система имеет ненулевое решение, то в силу теоремы об определенности это означает, что она имеет бесконечно много решений.

ТЕОРЕМА.

Множество решений X * системы уравнений A(x  =(0 с n неизвестными образует подпространство пространства R n.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Проверим выполнение условий линейности из определения подпространства.

Возьмем векторы(x,(y ( X *. Докажем, что их сумма(x  +(y ( X *.Так как(x,(y ( X *, то A(x  =(0 и A(y  =(0. Убедимся, что A ((x  +(y ) =(0. Действительно, A ((x +(y ) = A(x  + A(y =(0  +(0  =(0, то есть(x  +(y ( X *.

Пусть теперь(x ( X *, ( ( R. Докажем, что ((x ( X *. Так как A(x =(0, то  A (((x) = ( (A(x) = ((0  =(0, то есть ((x ( X *.

Следовательно, X * является подпространством пространства R n.

Теорема доказана.

Множество решений однородной системы линейных уравнений называется пространством решений этой системы.

Базис пространства решений называется фундаментальной системой решений. В дальнейшем мы увидим, что фундаментальная система решений      содержит n – r векторов (n — количество неизвестных системы A(x  =(0,           r — ранг матрицы A), откуда следует, что dim X * =  n – r.

Рассмотрим алгоритм построения фундаментальной системы решений.

Предположим, что при решении некоторой однородной системы уравнений методом ОЖИ мы получили итоговую таблицу

	
	x r +1
	…
	x n

	x 1 =
	( 1 r + 1
	…
	( 1 n

	…
	…
	…
	…

	x r =
	( r  r + 1
	…
	( r  n

	0 =
	0
	…
	0


Из свободных переменных x r + 1 , … , x n составим вектор 
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, который принадлежит пространству R n – r. Построим n – r решений системы уравнений, придавая свободным переменным x r + 1 , … , x n значения так, чтобы составленные из них векторы совпадали с векторами(e 1,(e 2 , …,(e n – r — стандартным базисом пространства R n – r.

Пусть 
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Выпишем из таблицы соответствующие значения базисных переменных: x 1 = ( 1 r + 1, …, x r = ( r  r + 1. Решение(V 1, соответствующее данному набору значений свободных переменных, имеет вид(V 1 = 
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Для построения решения(V 2 возьмем 
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Выпишем из таблицы соответствующие значения базисных переменных: x 1 = ( 1 r + 2, … , x r = ( r  r + 2 .

Следовательно, решение(V2 имеет вид(V2 =
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Продолжая процесс, для построения решения(V n – r возьмем
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. Соответствующие значения базисных переменных:

x 1 = ( 1 n , … , x r = ( r  n , (V n – r = 
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В итоге получили систему векторов(V 1 ,(V 2 , … ,(V n – r , которая является фундаментальной системой решений, то есть базисом пространства решений нашей однородной системы уравнений.

Действительно, система векторов(V 1,(V 2 , … ,(V n – r  линейно независимая, так как из равенства ( 1(V 1 + ( 2(V2 + … + (  n – r(V n – r  =(0 с очевидностью следует, что ( 1 = ( 2  = … = (  n  –  r  = 0. ( Проверьте!)

Кроме того, любое решение(x ( = 
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 можно представить в виде линейной комбинации векторов(V 1,(V2 , … ,(V n – r. В самом деле, из итоговой жордановой таблицы следует, что 
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, и, следовательно,(x ( = 
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Поскольку любое решение однородной системы линейных уравнений можно представить в виде линейной комбинации векторов фундаментальной системы решений, получаем формулу для общего решения(x o o однородной системы:

(x o o = ( 1(V 1 + ( 2(V 2 + … + ( n – r(V n – r ,

где(V 1 ,(V 2 , … ,(V n – r — фундаментальная система решений, а

( 1, ( 2 , … , ( n – r — произвольные вещественные числа.

5. НЕОДНОРОДНЫЕ СИСТЕМЫ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.

	Пусть дана неоднородная система A(x =(b.
	(1)

	Рассмотрим наряду с ней однородную систему A(x =(0
	(2)


с той же самой матрицей А. Между решениями систем (1) и (2) существует связь, определяемая следующими теоремами.

ТЕОРЕМА 1.

Сумма произвольного решения системы (1) и произвольного решения системы (2) является решением системы (1).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть(x 1 — решение системы (1), а(x 0 — решение системы (2), то есть A(x 1 =(b, A(x 0 =(0. Рассмотрим вектор(x =(x 1 +(x 0 . A(x = A ((x 1 +(x 0 ) =       = A(x 1 + A(x 0 =(b +(0 =(b. Следовательно,(x является решением системы (1). Теорема доказана.

ТЕОРЕМА 2.

Разность любых двух решений системы (1) является решением системы (2).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть(x 1 и(x 2 — произвольные решения системы (1), то есть

A(x 1 =(b, A(x 2 =(b. Рассмотрим вектор(x =(x 1 –(x 2 .

A(x = A ((x 1 –(x 2 ) = A(x 1 – A(x 2 =(b –(b =(0. Следовательно,(x является решением системы (2). Теорема доказана.

ТЕОРЕМА 3.

Пусть(x ч н — некоторое частное решение неоднородной системы A(x  =(b.

Для того, чтобы вектор(x  был решением системы A(x  =(b необходимо и достаточно, чтобы вектор(x  можно было представить в виде суммы

(x  =(x ч н +(x 0 , где(x 0 — решение однородной системы A(x  =(0.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Если(x  =(x ч н +(x 0 , то по теореме (1) он является решением системы A(x  =(b.

Обратно, если(x является решением системы A(x =(b, то, очевидно,

(x =(x ч н + ((x  –(x ч н ). По теореме (2) вектор(x 0  =(x  –(x ч н является решением системы A(x  =(0. Теорема доказана.

СЛЕДСТВИЕ.

Общее решение(x о н  неоднородной системы A(x  =(b имеет вид

(x о н  =(x ч н  +(x о о .

6. МЕТОД ГАУССА РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ.

Идея метода Гаусса состоит в том, чтобы с помощью элементарных преобразований привести систему уравнений A(x =(b к равносильной ей системе A 1(x  =(b 1, матрица которой имеет треугольный вид или вид трапеции.

Элементарными преобразованиями называются следующие преобразования системы уравнений:

· перестановка уравнений,

· изменение порядка следования переменных в уравнениях (сразу во всех и одинаково),

· умножение (деление) некоторого уравнения системы на отличное от нуля число,

· замена какого-либо уравнения системы на его сумму с другим уравнением, умноженным на произвольное число.

Заметим, что элементарные преобразования не меняют ранга матрицы системы (см. свойства ранга матрицы), поэтому ранги матриц A и A 1 совпадают. Также совпадают ранги расширенных матриц Ã и Ã 1 систем уравнений A(x  =(b и A 1(x  =(b 1 соответственно.

Применение метода Гаусса к решению систем линейных уравнений разного типа рассмотрим на примерах.

ПРИМЕР 1.
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Первое уравнение, умноженное на 1 и на (– 2), прибавим ко второму и третьему уравнениям соответственно:


[image: image117.wmf]ï

î

ï

í

ì

-

=

-

-

=

-

-

-

=

+

-

.

6

2

3

,

2

,

3

2

3

2

3

2

3

2

1

x

x

x

x

x

x

x


Второе уравнение, умноженное на 3, прибавим к третьему уравнению:
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Матрица полученной системы уравнений имеет треугольный вид
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, расширенная матрица 
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 имеет вид трапеции.

Их ранги равны числу ненулевых строк, то есть трем. Согласно теореме Кронекера – Капелли и теореме об определенности система совместна и имеет единственное решение. Найдем это решение. Из третьего уравнения следует, что      x 3 = 0. Тогда из второго уравнения получим, что – x 2 = – 2, то есть x 2 = 2. Подставляя полученные значения переменных x 2 и x 3 в первое уравнение, получим  x 1 – 4 + 0 = – 3,  x 1 = 4 – 3,  x1 = 1.

Единственным решением системы уравнений 
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ПРИМЕР 2.
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Первое уравнение, умноженное на 1, прибавим ко второму уравнению:
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Второе уравнение прибавим к третьему уравнению:
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Матрица A 1 полученной системы уравнений и ее расширенная матрица  Ã 1 имеют вид трапеции:

A 1 =
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. Их ранги равны числу ненулевых строк, то есть двум и трем соответственно. Согласно теореме Кронекера – Капелли система несовместна.

ПРИМЕР 3.
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Первое уравнение, умноженное на 1, прибавим ко второму уравнению:
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Второе уравнение прибавим к третьему уравнению:
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Матрица A 1 полученной системы уравнений и ее расширенная матрица Ã 1 имеют вид трапеции: A 1 =
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Их ранги равны числу ненулевых строк, то есть двум. Согласно теореме Кронекера – Капелли и теореме об определенности система совместна и имеет бесконечно много решений.

Получим общее решение данной системы уравнений.

Поскольку(x о н =(x ч н +(x о о нам требуется построить частное решение системы 
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 и общее решение системы
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Заметим, что переменные x 1 и x 2 соответствуют линейно независимым столбцам матрицы A 1 и, следовательно, являются базисными переменными. Переменная x 3 является свободной. Выразим базисные переменные через свободную переменную:
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В качестве(x ч н возьмем базисное решение, которое можно получить, придав свободной переменной x 3 нулевое значение: x 3 = 0. Тогда

x 1 = 1, x 2 = 2, (x ч н =
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Из однородной системы 
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Поскольку размерность пространства решений однородной системы равна n – r = 3 – 2 = 1, фундаментальная система решений будет состоять только из одного вектора(V. Получим вектор(V, придав свободной переменной x 3 значение, равное 1:

x 3 = 1, x 1 = – 3, x 2 = – 1,(V = 
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