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ВВЕДЕНИЕ В АНАЛИЗ

§ 1. ФУНКЦИИ И ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ

Пусть каждому вещественному числу  x из некоторого числового множества D поставлено в соответствие однозначно определенное вещественное число y. Тогда говорят, что на множестве D задана функция  f, такая, что f (x) = y.

Множество D называется областью определения функции  f, число x — ее аргументом, а число y — значением функции  f  в точке x. 

Множество E = {y ( R: y = f (x), x(D} называется областью значений функции  f.

Если D = N (множество натуральных чисел), то такая функция называется последовательностью, задается и обозначается множеством своих значений {x n}. Например, последовательность  x n =
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Графиком  ( функции  f называется множество точек плоскости  Oxy с координатами ( x,  f (x) ),  x ( D.


Способы задания функций:

1. аналитический

а) с помощью одной формулы, например,  f (x) = 3x + 7;

б) с помощью нескольких формул, например,  f (x) =
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;

в) неявно, в виде уравнения вида F ( x, y ) = 0,

например, x 2 + arctg (xy) – 1= 0;

г) в виде суперпозиции функций:  F ( x) = f ( u ( x)).  Например,


[image: image6.wmf]x
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, то есть y = sin u, u = 
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; 
[image: image8.wmf]x

e
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cos

=

, то есть y = e u, u = cos v, v = 3x.

2. графический;

3. табличный, в виде 

	x
	x1
	…
	x n

	f (x)
	y1
	…
	y n
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Основными элементарными функциями называются известные из школьного курса математики функции: степенная y = x a (с целым или дробным показателем), показательная y = a x, логарифмическая y = log a x, все тригонометрические и обратные тригонометрические функции. Функции, полученные из основных элементарных функций с помощью арифметических действий или в виде суперпозиции, называются элементарными. 


Функция  f (x) называется возрастающей на промежутке [a, b], если для любых  x 1, x 2 из этого промежутка, таких что  x 1< x 2 справедливо неравенство          f (x 1) (  f (x 2). Если  f (x 1) <  f (x 2), то функция f (x) строго возрастает.


Функция  f (x) называется убывающей на промежутке [a, b], если для любых  x 1, x 2 из этого промежутка, таких что  x 1< x 2 справедливо неравенство  f (x 1) (  f (x 2). Если  f (x 1) >  f (x 2), то функция f (x) строго убывает.


Возрастающие или убывающие функции называются монотонными.

В частности, последовательность {x n} называется монотонно возрастающей (убывающей), если для любого  n(N справедливо неравенство   x n ( x n+1          (x n ( x n+1).


Функция  f (x) называется ограниченной сверху на промежутке [a, b], если существует такое число M, что для любого числа x из этого промежутка справедливо неравенство   f (x ) (  M.


Функция  f (x) называется ограниченной снизу на промежутке [a, b], если существует такое число m, что для любого числа x из этого промежутка справедливо неравенство   f (x ) (  m.

Функция, ограниченная на [a, b] и сверху, и снизу, называется ограниченной на [a, b]. Условие ограниченности функции может быть также записано в виде: существует число K, такое что ( f (x) ( ( K для любого x из [a, b]. 

§ 2. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ

1. ОКРЕСТНОСТИ ТОЧЕК ЧИСЛОВОЙ ПРЯМОЙ

 
Пусть x0 – некоторая точка числовой прямой ( x0 ( ((), ( - положительное вещественное число.

Окрестностью U (x0, () точки x0 радиуса ( называется интервал                  (x0 ( (, x0 + ().

Условие попадания точки x в U (x0, () задается неравенством | x(x0 | < (.

Проколотой окрестностью 
[image: image9.wmf]o

U

(x0, () точки x0 радиуса ( называется интервал с выколотой средней точкой (x0 ( (, x0 + () \ 
[image: image10.wmf]{
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Условие попадания точки x в 
[image: image11.wmf]o

U

(x0, () задается неравенством 0 ( | x(x0 | < (.

Окрестностями U(+(, () = 
[image: image12.wmf]o

U

(+(, () и U(((, () = 
[image: image13.wmf]o

U

(((, () точек +( и (( расширенной числовой прямой  называются соответственно интервалы ((, +() и (((, (().
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Условие попадания точки x в окрестность U(+(, () задается неравенством   x > (, а в окрестность U(((, () — неравенством x < ((.
Правосторонней окрестностью 
[image: image14.wmf]o

U

(x0 + 0, () называется интервал (x0, x0 + (), левосторонней окрестностью 
[image: image15.wmf]o

U

(x0 ( 0, () называется интервал (x0 ( (, x0).

2. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПРЕДЕЛА ФУНКЦИИ

Пусть a(R или a = ((.
Число A = 
[image: image16.wmf])
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называется пределом функции f при стремлении x к a, если для любой окрестности U (A,() существует проколотая окрестность точки a 
[image: image17.wmf]o

U

(a, (), для каждой точки x из которой выполняется условие  f(x) ( U (A,():

( U (A,() ( 
[image: image18.wmf]o
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[image: image19.wmf]o

U

(a, () ( f(x) ( U (A,()).

Замечание. Для того чтобы можно было говорить о пределе функции  f(x) при x ( a, необходимо чтобы функция  f(x) была определена в некоторой проколотой окрестности точки a. Предел последовательности можно рассматривать только при n ( (, так как любая окрестность U(+(, () точки +( содержит все натуральные числа n > (, и, следовательно, последовательность определена в этой окрестности, а для любой конечной точки а можно найти достаточно малую окрестность, которая не содержит ни одного натурального числа.

Рассмотрим, как можно сформулировать определение предела функции на языке неравенств.

Заметим, что все окрестности 
[image: image20.wmf]o

U

(a, () точки а отличаются друг от друга только величиной (, а все окрестности U (A,() точки А— величиной (. 

Пусть  
[image: image21.wmf])
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 = А  ( ( (, то есть а = х0  ( ( ( и А  ( ( (.

В этом случае определение предела

( U (A,() ( 
[image: image22.wmf]o

U

(x0, (): (x (
[image: image23.wmf]o

U
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можно переписать в виде

( ( > 0 ( ( > 0: (0 ( |x – x0| < ( ( |f(x) – A| < ().

Если 
[image: image24.wmf])
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 = А  ( ( (, то есть а = + ( и А  ( ( (,  получаем 

( ( > 0 ( ( > 0: (x > ( ( |f(x) – A| < ().
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Если и  
[image: image25.wmf])
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 = +(, то есть а = – ( и A = +(, получаем 

( ( > 0 ( ( > 0: (x < – ( ( f(x) > ().


В качестве упражнений получите определение предела функции на языке неравенств для случаев: а = х0, А = ( (; а = + (, А = ( (; а = – (, А ( ( (, А = – (.

Если в определении предела вместо проколотой окрестности
[image: image26.wmf]o
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(a, () использовать односторонние окрестности 
[image: image27.wmf]o
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(x0 – 0, (), получим определения односторонних пределов.

Число A = 
[image: image29.wmf])
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называется правосторонним пределом или пределом функции  f(x) в точке x0 справа, если для любой окрестности U (A,() существует правосторонняя окрестность точки x0 
[image: image30.wmf]o
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( x0 + 0, (), для каждой точки x из которой выполняется условие  f(x) ( U (A,():

( U (A,() ( 
[image: image31.wmf]o
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[image: image32.wmf]o
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( x0 + 0, () ( f(x) ( U (A,()).

Число A = 
[image: image33.wmf])
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называется левосторонним пределом или пределом функции f(x) в точке x0 слева, если для любой окрестности U (A,() существует левосторонняя окрестность точки x0 
[image: image34.wmf]o
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( x0 – 0, (), для каждой точки x из которой выполняется условие  f(x) ( U (A,():

( U (A,() ( 
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ТЕОРЕМА. Критерий существования предела.

Для того чтобы функция f (x) имела в точке x0 конечный предел, необходимо и достаточно, чтобы в этой точке существовали ее конечные односторонние пределы, равные между собой.
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть существует 
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(

lim

x

f

a

x

®

= А. Докажем, что существуют


[image: image44.wmf]A

x

f

a

x

=

-

®

)

(

lim

0

 и 
[image: image45.wmf]A

x

f

a

x

=

+

®

)

(

lim

0

.

Возьмем произвольное ( > 0. Так как 
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(a, ()  точки а, для каждой точки х из которой  f(x) ( U (A,(). Поскольку 
[image: image48.wmf]o
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(a, () совпадает с объединением односторонних окрестностей 
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(a – 0, () и 
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(a + 0, () того же радиуса (, то для каждой точки х из окрестностей 
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Пусть теперь существуют  
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Возьмем произвольное ( > 0. Так как 
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, то существуют односторонние окрестности 
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(a – 0, (1) и 
[image: image61.wmf]o
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(a + 0, (2), для каждой точки х из которых  f(x) ( U (A,(). Возьмем число ( = min {(1, (2}. Тогда окрестность 
[image: image62.wmf]o
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(a, () содержится в объединении 
[image: image63.wmf]o
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(a – 0, (1) 
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[image: image65.wmf]o

U

(a + 0, (2), и, следовательно, для каждой точки x из 
[image: image66.wmf]o
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(a, () выполняется условие  f(x) ( U (A,(). В силу произвольности ( имеем 
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3. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА ПРЕДЕЛОВ

ТЕОРЕМА 1. Единственность предела.

Если функция  f (x) имеет в точке а конечный предел, то только один.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.
Доказательство теоремы проведем для случая, когда а — конечное число. Предположим, что функция f (x) имеет в точке a два различных конечных предела: 
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[image: image76.wmf]o
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Возьмем число ( = min {(1, (2}. Так как 
[image: image77.wmf]o
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(a, (1) и 
[image: image78.wmf]o
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(a, (2) являются окрестностями одной и той же точки а, то окрестность 
[image: image79.wmf]o
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(a, () совпадает с меньшей из них и содержится в большей. Следовательно, для х из этой окрестности выполняются оба условия:  f(x) ( U (A,() и  f(x) ( U (B,(), то есть
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Из последней системы следует, что 
[image: image82.wmf]2
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 одновременно, что невозможно. Получили противоречие, следовательно, A = B. Теорема доказана. Для случаев a = ±
[image: image84.wmf]¥

 теорема доказывается аналогично.

ТЕОРЕМА 2. Предел константы.

Если  f (x) = C  для любого x из некоторой проколотой окрестности 
[image: image85.wmf]o
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(a, () точки a, то 
[image: image86.wmf])
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Возьмем произвольное ( > 0. Поскольку для любого x из 
[image: image87.wmf]o
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ТЕОРЕМА 3. Арифметические свойства пределов.

Пусть функции  f(x) и g(x) имеют в точке a конечные пределы A и B. Тогда в точке a существуют конечные пределы функций  f(x) ± g(x),   f(x) · g(x) и 
[image: image90.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

(при B ≠ 0), причем 
[image: image91.wmf](

)

)

(

)

(

lim

x

g

x

f

a

x

±

®

= A ± B, 
[image: image92.wmf](

)

)

(

)

(

lim

x

g

x

f

a

x

×

®

= A · B, 
[image: image93.wmf]B

A

x

g

x

f

a

x

=

®

)

(

)

(

lim

.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Докажем теорему для суммы функций в случае, когда а — конечное число.

Возьмем произвольное ( > 0. Поскольку 
[image: image94.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

= А, то существует проколотая окрестность 
[image: image95.wmf]o

U

(a, (1), для каждой точки х из которой справедливо неравенство 
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| f(x) – A| < (/2. Поскольку 
[image: image96.wmf])

(

lim

x

g

a

x

®

= В, то существует проколотая окрестность  
[image: image97.wmf]o

U

(a, (2), для каждой точки х из которой справедливо неравенство  | g(x) – B| < (/2. Возьмем ( = min {(1, (2}. Тогда окрестность 
[image: image98.wmf]o

U

(a, () совпадает с меньшей из окрестностей 
[image: image99.wmf]o

U

(a, (1) и 
[image: image100.wmf]o

U

(a, (2), и, следовательно, для точек этой окрестности справедливы оба из указанных неравенств. В результате для любого х из 
[image: image101.wmf]o

U

(a, () имеем  | f(x) + g(x) – (A + B) | = | ( f(x) – A) + (g(x) – B) | ( | ( f(x) – A) | + | (g(x) – B) | < (/2 + (/2 = (. Следовательно 
[image: image102.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

+ g(x) = A + B. Доказательство теоремы для суммы функций закончено. Остальные утверждения теоремы примем без доказательства.

ТЕОРЕМА 4. Об ограниченности функции, имеющей конечный предел.

Если функция  f(x) имеет в точке а конечный предел 
[image: image103.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

= А, то существует проколотая окрестность точки а, в которой функция  f(x) ограничена.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Возьмем произвольное ( > 0. Поскольку 
[image: image104.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

= А, то существует проколотая окрестность 
[image: image105.wmf]o

U

(a, (), для каждой точки х из которой справедливо неравенство | f(x) – A| < (. Раскрывая модуль, получим – ( < f(x) – A < (,  A – ( < f(x) < A + (. Справедливость последнего неравенства означает ограниченность функции f(x) в окрестности 
[image: image106.wmf]o

U

(a, (). Теорема доказана.

ТЕОРЕМА 5. О сохранении знака.

Пусть 
[image: image107.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

= A > B. Тогда существует проколотая окрестность 
[image: image108.wmf]o

U

(a, () точки  a, для любой точки x из которой справедливо неравенство f(x) > B. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Возьмем ( 
[image: image109.wmf]2

B

A

-

=

. Согласно определению предела для этого  ( существует проколотая окрестность 
[image: image110.wmf]o

U

(a, () точки  a, для любой точки x из которой справедливо неравенство  
[image: image111.wmf]2

)
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x

f
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, которое равносильно неравенствам
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[image: image114.wmf]2
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[image: image115.wmf]2
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Из последнего неравенства следует, что 
[image: image116.wmf]2

)

(

B

A

x

f

+

>

, а так как  A > B, то 
[image: image117.wmf]B

B

B

B

B

A

x

f

=

=

+

>

+

>

2

2

2

2

)

(

. Получили, что для любой точки x из проколотой окрестности 
[image: image118.wmf]o

U

(a, () точки  a справедливо неравенство f(x) > B. Теорема доказана.

Замечание. Если 
[image: image119.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

= A < B, то существует проколотая окрестность 
[image: image120.wmf]o

U

(a, () точки  a, для любой точки x из которой справедливо неравенство f(x) < B. Докажите самостоятельно.

ТЕОРЕМА 6. О предельном переходе в равенстве и неравенстве.

Пусть в некоторой проколотой окрестности 
[image: image121.wmf]o

U

(a, ()  точки a функции f(x) и g(x) определены  и существуют пределы  
[image: image122.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

 и 
[image: image123.wmf])

(

lim

x

g

a

x

®

. 

Тогда если для любого x из 
[image: image124.wmf]o

U

(a, ()  f(x) = g(x), то   
[image: image125.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

 = 
[image: image126.wmf])

(

lim

x

g

a

x

®

,

если для любого x из 
[image: image127.wmf]o

U

(a, ()  f(x) ( g(x) или f(x) < g(x), то   
[image: image128.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

 ( 
[image: image129.wmf])

(

lim

x

g

a

x

®

. 

Без доказательства.

ТЕОРЕМА 7. Принцип сжатой переменной.

Пусть в некоторой проколотой окрестности 
[image: image130.wmf]o

U

(a, (0)  точки a функции f(x),  g(x) и h(x) определены, и для любого x из 
[image: image131.wmf]o

U

(a, (0) справедливо неравенство           f(x) ( h(x) ( g(x). Тогда если в точке a существуют равные между собой пределы 
[image: image132.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

 = 
[image: image133.wmf])

(

lim

x

g

a

x

®

= A, то существует 
[image: image134.wmf])

(

lim

x

h

a

x

®

 = A.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Доказательство рассмотрим для случая конечной точки а.

Возьмем произвольное ( > 0. Поскольку 
[image: image135.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

= А и 
[image: image136.wmf])

(

lim

x

g

a

x

®

= A, то существует проколотая окрестность 
[image: image137.wmf]o

U

(a, (1), для любой точки x из которой справедливо неравенство | f(x) – A| < (, и существует проколотая окрестность 
[image: image138.wmf]o

U

(a, (2), для любой точки x из которой справедливо неравенство | g(x) – A| < (. Возьмем               ( = min {(0, (1, (2}. Тогда окрестность 
[image: image139.wmf]o

U

(a, () совпадает с меньшей из окрестностей 
[image: image140.wmf]o

U

(a, (0),
[image: image141.wmf]o

U

(a, (1) и 
[image: image142.wmf]o

U

(a, (2), и, следовательно, для точек этой окрестности справедливы три неравенства: f(x) ( h(x) ( g(x), | f(x) – A| < (, | g(x) – A| < (, то есть
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f(x) ( h(x) ( g(x), A – ( < f(x) < A + ( и A – ( < g(x) < A + (. Отсюда следует, что для всех х из 
[image: image143.wmf]o

U

(a, () справедливы неравенства A – ( < f(x) ( h(x) ( g(x) < A + (, то есть  A – ( < h(x) < A + (, или | h(x) – A| < (. Значит,  
[image: image144.wmf])

(

lim

x

h

a

x

®

 = A. Теорема доказана.

ТЕОРЕМА 8. О пределе монотонной функции.

Пусть функция f(x) определена и монотонно возрастает на промежутке      [a; +().  Тогда существует предел 
[image: image145.wmf])

(

lim

x

f

x

+¥

®

 конечный, если f(x) ограничена сверху, и бесконечный, равный +(, в противном случае. Без доказательства.

§ 3. БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ ФУНКЦИИ

1. БЕСКОНЕЧНО МАЛЫЕ И ИХ СВОЙСТВА

Функция ((x) называется бесконечно малой при стремлении x к a, если 
[image: image146.wmf])

(

α

lim

x

a

x

®

= 0. Иными словами, если для любого ( > 0 найдется такое ( > 0, что для всех x из проколотой окрестности 
[image: image147.wmf]o

U

(a, () справедливо неравенство | ((x) | < (. 

Свойства бесконечно малых.

1. Сумма и произведение конечного числа бесконечно малых при стремлении x к a функций является бесконечно малой при стремлении x к a функцией.

Доказательство этого свойства непосредственно следует из теоремы об арифметических свойствах пределов. Проверьте самостоятельно.

2. Произведение бесконечно малой при стремлении x к a функции на ограниченную в некоторой окрестности точки a функцию является функцией, бесконечно малой при стремлении x к a.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть  ((x) — бесконечно малая при стремлении x к a функция, то есть 
[image: image148.wmf])

(

α

lim

x

a

x

®

= 0, f(x) —функция, ограниченная в окрестности U(a,(1), то есть существует такое число K, что для любого x из U(a,(1) справедливо неравенство | f(x) | < K.

Возьмем произвольное ( > 0. Поскольку 
[image: image149.wmf])

(

α

lim

x

a

x

®

= 0, то существует проколотая окрестность 
[image: image150.wmf]o

U

(a, (2) точки a, для любого x из которой справедливо неравенство | ((x) | < 
[image: image151.wmf]K

ε

. Возьмем ( = min{(1, (2}. Тогда для любого x из окрестности U(a,() справедливо неравенство | ((x) · f(x) | =  | ((x) | · | f(x) | <  
[image: image152.wmf]K

ε

 · K =  (. Следовательно, 
[image: image153.wmf](

)

)

(

)

(

lim

x

f

x

a

x

×

®

a

= 0, что и требовалось доказать.
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3. Для того чтобы функция f(x) имела в точке a конечный предел, равный A, необходимо и достаточно, чтобы существовала бесконечно малая при стремлении x к a функция ((x), такая что f(x) = A + ((x).

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Необходимость. Пусть
[image: image154.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

= A. Обозначим ((x) = f(x) – A. Тогда         f(x) = A + ((x). Осталось доказать, что
[image: image155.wmf])

(

α

lim

x

a

x

®

= 0. По теореме об арифметических свойствах пределов, получаем 
[image: image156.wmf])

(

α

lim

x

a

x

®

=
[image: image157.wmf](

)

A

x

f

a

x

-

®

)

(

lim

=
[image: image158.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

– A = A – A = 0.

Достаточность. Пусть теперь  f(x) = A + ((x), где ((x) — бесконечно малая при стремлении x к a функция. Докажем, что 
[image: image159.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

 = A.


[image: image160.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

 = 
[image: image161.wmf](

)

)

(

α

A

lim

x

a

x

+

®

 = A +
[image: image162.wmf])

(

α

lim

x

a

x

®

= A + 0 = A. Свойство 3. доказано.

Сравнение бесконечно малых.

Пусть ((x) и ((x) — бесконечно малые при стремлении x к a функции.

((x) называется бесконечно малой более высокого порядка малости, чем ((x), если 
[image: image163.wmf]0

}

(

β

)

(

α

lim

=

®

x

x

a

x

. Обозначение: ((x) = o(((x)).

((x) и ((x) называются бесконечно малыми одного порядка малости, если 
[image: image164.wmf]С

x

x

a

x

=

®

}

(

β

)

(

α

lim

, где C ( 0, C ( ((. Обозначение ((x) = O(((x)).

((x) и ((x) называются эквивалентными бесконечно малыми, если 
[image: image165.wmf]1

}

(

β

)

(

α

lim

=

®

x

x

a

x

. Обозначение ((x) ( ((x).

2. БЕСКОНЕЧНО БОЛЬШИЕ ФУНКЦИИ

Функция f(x) называется бесконечно большой при стремлении x к a, если 
[image: image166.wmf]¥

=

®

)

(

lim

x

f

a

x

. Иными словами, если для любого ( > 0 найдется такое ( > 0, что для всех x из проколотой окрестности 
[image: image167.wmf]o

U

(a, () справедливо неравенство | f(x) | > (.
ТЕОРЕМА. О связи между бесконечно большими и бесконечно малыми.

Если ((x)— бесконечно малая при стремлении x к a функция, то функция 
[image: image168.wmf])

(

α

1

x

 является бесконечно большой при стремлении x к a.

Если f(x)— бесконечно большая при стремлении x к a функция, то функция 
[image: image169.wmf])

(

1

x

f

 является бесконечно малой при стремлении x к a.

12

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Пусть ((x) — бесконечно малая при стремлении x к a функция. Покажем, что 
[image: image170.wmf])

(

α

1

x

— бесконечно большая при стремлении x к a. Возьмем произвольное ( > 0. Поскольку 
[image: image171.wmf])

(

α

lim

x

a

x

®

= 0, то существует проколотая окрестность 
[image: image172.wmf]o

U

(a, () точки a, для любого x из которой справедливо неравенство | ((x) | < 
[image: image173.wmf]ε

1

. Тогда для любого x из этой окрестности справедливы неравенства  ( · | ((x) | < 1,  
[image: image174.wmf])

(

α

1

x

 >  (, 
[image: image175.wmf])

(

α

1

x

>  (. Следовательно, функция 
[image: image176.wmf])

(

α

1

x

 является бесконечно большой при стремлении x к a.

Пусть f(x) — бесконечно большая при стремлении x к a функция. Покажем, что 
[image: image177.wmf])

(

1

x

f

— бесконечно малая при стремлении x к a. Возьмем произвольное ( > 0. Поскольку 
[image: image178.wmf])

(

lim

x

f

a

x

®

= (, то существует проколотая окрестность 
[image: image179.wmf]o

U

(a, () точки a, для любого x из которой справедливо неравенство | f(x) | > 
[image: image180.wmf]ε

1

. Тогда для любого x из этой окрестности справедливы неравенства  ( · | f(x) | > 1,   
[image: image181.wmf])

(

1

x

f

 <  (, 
[image: image182.wmf])

(

1

x

f

<  (. Следовательно, функция 
[image: image183.wmf])

(

1

x

f

 является бесконечно малой при стремлении x к a. Теорема доказана.

3. ВИДЫ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЕЙ И ЗАМЕЧАТЕЛЬНЫЕ ПРЕДЕЛЫ

Пусть функции  f(x)  и g(x) имеют в точке a конечные или бесконечные пределы. Если эти пределы — конечные числа, то пределы от суммы, разности, произведения и частного этих функций вычисляются согласно теореме об арифметических свойствах пределов. Если предел f(x) — конечное число A, а
[image: image184.wmf])
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g

a

x

®

= ( (, то 
[image: image185.wmf])
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+ g(x) ) = [A + (( ()] = ( (,            
[image: image186.wmf])
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– g(x) ) = [A – (( ()] = ( (, 
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 Если предел f(x) — конечное число A, а
[image: image190.wmf])
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= ( ( или 
[image: image191.wmf])
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lim

x
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®

= 0, то пределы 
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от частного этих функций вычисляются согласно теореме о связи между бесконечно малыми и бесконечно большими функциями:
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Вопрос о значении предела остается невыясненным в случаях 
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Такие выражения называются неопределенностями, значения пределов в этих случаях зависят от конкретного вида функций  f(x) и g(x). Например,
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 В этих примерах при раскрытии одной и той же неопределенности [( – (] получили разные ответы.

В качестве упражнения придумайте примеры, показывающие, что выражения [0·(], 
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 действительно являются неопределенностями.

При вычислении пределов от функций вида 
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 обычно следует перейти к степени с основанием e, воспользовавшись основным логарифмическим тождеством: 
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. Поскольку величина предела такой функции зависит от величины предела 
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Заметим, что  
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Таким образом, получаем неопределенности, возникающие при вычислении пределов от степеней с переменными основанием и показателем: [1(], [00], [(0].

В литературе по математическому анализу обычно рассматриваются два предела, получившие названия «первый замечательный предел» и «второй замечательный предел». 

Первый замечательный предел 
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 раскрывает неопределенность
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Второй замечательный предел 
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Доказательства замечательных пределов можно найти в учебнике Шипачева В.С. (глава 4, § 4). 

4. ВЫЧИСЛЕНИЕ ПРЕДЕЛОВ С ПОМОЩЬЮ ЭКВИВАЛЕНТНЫХ БЕСКОНЕЧНО МАЛЫХ

ТЕОРЕМА. Пусть функции  f(x), f1(x), g(x), g1(x) являются бесконечно малыми при стремлении x к a, причем  f(x) ( f1(x), g(x) ( g1(x). Тогда если существует предел 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Согласно определению эквивалентных бесконечно малых функций 
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.                                            Теорема доказана.

Заметим, что во всех видах записи замечательных пределов, раскрывающих неопределенности 
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, числитель и знаменатель дроби являются эквивалентными бесконечно малыми. Более того, если ((x) является бесконечно малой при стремлении x к a, то, заменив в этих пределах x на ((x), получим верные равенства, то есть
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 и т. д. Следовательно, если ((x) — бесконечно малая при стремлении x к a, то 

sin ((x) ( ((x), tg ((x) ( ((x), arcsin ((x) ( ((x), arctg ((x) ( ((x), 

ln (1+((x)) ( ((x), e ((x) – 1 ( ((x).

Приведем несколько примеров на использование эквивалентных бесконечно малых при вычислении пределов.

Пример 1.
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Здесь использованы эквивалентности бесконечно малых при стремлении    x к 0: sin 5x ( 5x и tg 3x ( 3x и применена теорема об эквивалентных бесконечно малых.

Пример 2. 
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Здесь использованы эквивалентности бесконечно малых при стремлении    x к 3: ln (1+ x – 3) ( x – 3 и tg 2(x – 3) ( 2(x – 3) и применена теорема об эквивалентных бесконечно малых.

§ 4. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ФУНКЦИЙ
1. ПОНЯТИЕ НЕПРЕРЫВНОЙ ФУНКЦИИ

Из школьного курса математики вы знакомы с понятием непрерывной функции, как функции, график которой изображается сплошной линией. Дадим формальное определение непрерывной функции.

Функция f(x) называется непрерывной в точке x0, если выполнены условия:

1) f(x) определена в точке x0, то есть определено число f(x0);

2)   существует конечный предел 
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ЗАМЕЧАНИЕ.

Если условие 1) выполнено, то условия 2) и 3) равносильны условию  4)
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Действительно, если выполнены условия   1) — 3), то 
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 Обратно, если определено число f(x0) и 
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Введем обозначение ( x = x – x0. Тогда x = x0 + ( x, f(x) = f(x0 + ( x) и условие 
[image: image256.wmf](

)

)

(

)

(

lim

0

0

x

f

x

f

x

x

-

®

= 0 можно переписать в виде 
[image: image257.wmf](

)

)

(

)

(

lim

0

0

0

x

f

x

x

f

x

-

D

+

®

D

= 0. Если в полученном выражении заменить точку x0 на x, получим условие непрерывности функции f(x) в точке x:
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)

)

(

)

(

lim

0

x

f

x

x

f

x

-

D

+

®

D

= 0. Величина ( x называется приращением аргумента, а разность ( y = f(x + ( x) – f(x) — приращением функции f(x) в точке x. Таким образом, для непрерывной в точке x функции f(x) из стремления к нулю приращения аргумента следует стремление к нулю приращения функции.

ПРИМЕР 1.   f(x) = C. 

1) Функция определена в каждой точке x0 числовой прямой.

4) 
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Непрерывность функции f(x) = C в произвольной точке x0 доказана.

ПРИМЕР 2.       f(x) =
[image: image261.wmf]x
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.

1) Функция определена в каждой точке x0 числовой прямой, кроме x0 = 0.

4) 
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Непрерывность функции  f(x) =
[image: image264.wmf]x
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 в произвольной точке x0 ( 0 доказана.

ПРИМЕР 3.  f(x) =
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Заметим, что на промежутках (– (; 0) и (0; +() функция  f(x) является константой и, следовательно, непрерывна в любой точке x ( 0.

В точке x = 0 функция f(x)  определена: f(0) = 0, но не имеет предела, так как 
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. Следовательно, в точке x = 0 функция f(x) не является непрерывной. 

2. СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ, НЕПРЕРЫВНЫХ В ТОЧКЕ

ТЕОРЕМА 1. Арифметические свойства непрерывных функций.

Если функции f(x) и g(x) непрерывны в точке x0, то их сумма f(x) + g(x), разность f(x) – g(x), произведение f(x) · g(x), а если g(x0) ( 0, то и частное 
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Докажем утверждение теоремы для суммы непрерывных функций. Так как функции f(x) и g(x) непрерывны в точке x0, то они определены в точке x0 и имеют в этой точке конечные пределы, совпадающие со значениями этих функций в точке x0. Следовательно, сумма  f(x) + g(x) определена в точке x0, принимает в этой точке значение f(x0) + g(x0). Предел функции f(x) + g(x) в точке x0 тоже существует, так как 
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 по теореме об арифметических свойствах пределов. А так как функции f(x) и g(x) непрерывны в точке x0, то получаем равенство 
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= f(x0) + g(x0), которое окончательно доказывает непрерывность функции f(x) + g(x) в точке x0.

Для разности, произведения и частного функций теорема доказывается аналогично.

ТЕОРЕМА 2. Непрерывность суперпозиции непрерывных функций.

Пусть функция u(x) непрерывна в точке x0, а функция f(u) непрерывна в точке u0, причем u0 = u(x0). Тогда функция f(u(x)) непрерывна в точке x0.

Без доказательства.

Введем понятие обратной функции.

Пусть имеется функция y = f(x), имеющая область определения D и область значений E, а на множестве E определена функция x = g(y) так, что  для любых чисел  x0 ( D  и  y0 ( E, связанных соотношением y0 = f(x0), справедливо соотношение x0 = g(y0). Тогда функция g называется обратной к функции f и обозначается  f –1. Для существования обратной функции необходимо, чтобы для каждого y значение x функции f –1(y) в точке y определялось однозначно, то есть для любых различных точек x1 ( x2 значения y1 = f(x1) и y2 = f(x2) функции f в этих точках были тоже различны: y1 ( y2. Это условие выполняется, если функция  f(x) строго монотонна.

ТЕОРЕМА 3. Непрерывность обратной функции.

Если функция f(x) имеет обратную функцию f –1(y) и является непрерывной в точке x0, то f –1(y) является непрерывной в точке y0 = f(x0). 

Без доказательства.

Замечание. Если функция f(x) имеет обратную функцию f –1(y) и является непрерывной в точке x, то из стремления к нулю приращения (y функции f(x) в этой точке следует стремление к нулю приращения ее аргумента (x.

Действительно, если (y = f(x + (x) – f(x), то (x = f –1(y + (y) – f –1(y) и, в силу непрерывности обратной функции, 
[image: image275.wmf]0
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 согласно определению непрерывной функции.

ТЕОРЕМА 4. О непрерывности элементарных функций.

Все элементарные функции непрерывны в своей области определения.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Докажем сначала непрерывность функций  y = x, y = sin x и y = e x.
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Для y = x имеем  
[image: image276.wmf](
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 Следовательно, функция y = x непрерывна в любой точке x.

В силу теоремы об арифметических свойствах непрерывных функций и непрерывности константы функция y = kx + b тоже непрерывна в любой точке x.

Для y = sin x имеем 
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Последнее равенство справедливо, так как (x — бесконечно малая при 
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, а y =
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 —  ограниченная функция. Следовательно, функция      y = sin x непрерывна в любой точке x.

Функция y = cos x = 
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 непрерывна как суперпозиция непрерывных функций. Функции 
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непрерывны в своей области определения как частное непрерывных функций. Функции y = arcsin x,             y = arcсos x, y = arctg x, y = arcctg x непрерывны в своей области определения как обратные к непрерывным функциям. 

Для y = e x имеем
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e x ·1· 0 = 0. Следовательно, функция      y = e x непрерывна в любой точке x.

Функция y =  ln x непрерывна в своей области определения (x > 0) как обратная функция к непрерывной функции y = e x.

Функцию y = a x можно переписать в виде y = a x = 
[image: image286.wmf]a
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. Это означает, что функция y = a x непрерывна в любой точке x как суперпозиция непрерывных функций.

Функцию y = log a x можно переписать в виде y = log a x =
[image: image287.wmf]a
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. Это означает, что функция y = log a x непрерывна в любой точке x своей области определения как частное непрерывных функций.

Функцию y = x ( с произвольным показателем ( можно переписать в виде   y = x ( = 
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. Это означает, что функция y = x ( непрерывна в любой точке x как суперпозиция непрерывных функций.
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Мы доказали непрерывность всех основных элементарных функций. Остальные элементарные функции получаются из основных элементарных функций с помощью арифметических действий или в виде суперпозиции. Следовательно, они непрерывны в своей области определения. 

ТЕОРЕМА 5. О сохранении знака для непрерывных функций.

Если функция f(x) непрерывна в точке x0 и f(x0) > A, где A — некоторое вещественное число, то существует окрестность U(x0,() точки x0, для каждой точки x из которой справедливо неравенство f(x) > A.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО.

Поскольку функция f(x) непрерывна в точке x0, то существует предел  
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> A. По теореме о сохранении знака для пределов существует проколотая окрестность 
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(x0,(), для каждой точки x из которой справедливо неравенство f(x) > A. Добавив к этой окрестности точку x0, получим искомую окрестность: U(x0,() = 
[image: image292.wmf]o
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(x0,() ( {x0}. Теорема доказана.
Замечание. Если  f(x0) < A, то существует окрестность U(x0,(), для любой точки x из которой справедливо неравенство f(x) < A. Докажите самостоятельно.

3. ТОЧКИ РАЗРЫВА И ИХ КЛАССИФИКАЦИЯ

Если функция f(x) не является непрерывной в точке x0, то точка x0 называется точкой разрыва функции f(x).

Согласно определению функции, непрерывной в точке x0, в точке разрыва функция либо не определена, либо не имеет в этой точке конечного предела, либо конечный предел функции в точке x0 существует, но не совпадает со значением f(x0) функции f(x) в этой точке.

Точка разрыва x0 функции f(x) называется точкой разрыва первого рода, если f(x) имеет в этой точке конечные односторонние пределы 
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. При этом если в точке разрыва x0 
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, то разрыв называется устранимым, если же 
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, то разрыв называется неустранимым. Разность 
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называется скачком функции f(x) в точке x0.

Все точки разрыва, не являющиеся точками разрыва первого рода называются точками разрыва второго рода. В точке разрыва второго рода хотя бы один из односторонних пределов не существует или является бесконечным.
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       Разрыв неустранимый     Разрыв устранимый           Разрыв II рода

Если функция f(x) имеет в некоторой точке x0 устранимый разрыв, то его можно устранить, переопределив или доопределив функцию в точке x0. Например, функция 
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 не определена в точке x = 0, но имеет в этой точке конечные односторонние пределы 
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. Значит эта функция имеет в точке x = 0 устранимый разрыв. Доопределив эту функцию в точке x = 0 значением 1, то есть, задав значение f(0) = 1, получим непрерывную в точке     x = 0  функцию.

4. ОДНОСТОРОННЯЯ НЕПРЕРЫВНОСТЬ

Введем понятие односторонней непрерывности.

Функция f(x) называется непрерывной в точке x0  справа (слева), если выполнены условия:

1. f(x) определена в точке x0,

2. существует конечный предел 
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     Непрерывность справа                   Непрерывность слева
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ТЕОРЕМА. Для того чтобы функция f(x) была непрерывной в точке x0 необходимо и достаточно, чтобы она была в этой точке непрерывной справа и слева.

Доказательство проведите самостоятельно.

5. СВОЙСТВА ФУНКЦИЙ, НЕПРЕРЫВНЫХ НА ОТРЕЗКЕ

Если функция f(x) непрерывна в каждой точке некоторого множества D, то она называется непрерывной на этом множестве. Особенно важными являются свойства функций, непрерывных на отрезке. Функция является непрерывной на отрезке [a, b], если она непрерывна в каждой точке интервала (a, b), непрерывна справа в точке a и непрерывна слева в точке b.

ТЕОРЕМА Вейерштрасса.

Всякая непрерывная на отрезке [a, b] функция ограничена на нем и достигает в некоторых точках этого отрезка своего наибольшего и своего наименьшего значений.

Вместо доказательства дадим геометрическую интерпретацию теоремы. 
          [image: image311.png]


     

                           Рис. 1                                                                 Рис. 2.

На рис. 1. функция непрерывна на [a, b], ограничена на этом отрезке числами m и M, достигает наибольшего значения M в точке x0, наименьшего значения m в точке a.

 На рис. 2. изображена функция, непрерывная на промежутке [a, b). В точке b непрерывности нет, поскольку 
[image: image312.wmf]+¥
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. Функция не ограничена сверху, не имеет наибольшего значения. Как видим, условие непрерывности функции на всем отрезке, включая концы, является существенным.

ТЕОРЕМА Больцано-Коши.

Если функция f(x) определена и непрерывна на отрезке [a, b] и принимает на концах отрезка значения A и B (A ( B), тогда для любого числа C, находящегося между A и B, найдется такое число c, принадлежащее интервалу (a, b), что f (c) = C.
Вместо доказательства дадим геометрическую интерпретацию теоремы. 
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         [image: image313.png]



                           Рис. 3                                                                 Рис. 4.

На рис. 3. функция непрерывна на [a, b] и принимает значение C в точке c.

На рис. 4. функция определена на отрезке [a, b] и непрерывна во всех точках этого промежутка, кроме точки x0. Поэтому число C, находящееся между A и B, не является значением данной функции ни в одной точке интервала (a, b).
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